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I  Innehall

Aktivitet Kurs

Beskrivning

Gissa ett tal 1c

Slumpforsok med tarningar 1c

Fibonacci 1c, 5

Perfekta tal 1c, 5

Kvadratrotter 1c, 3b

Approximera t 1c, 3c

Eratosthenes sall 1c, 3b

Vietes samband 2¢, 3b, 3c

Avstandsformeln 2c

Antal punkter pa cirkeln 3c

Sinussatsen 3c, 4

Buffons nalproblem 3c
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| den har aktiviteten far eleverna via gissningar forsdka finna
vilket heltal mellan 1 och 100 som deras kamrat har angett.
Syftet med uppgiften ar att upptacka den metod med
intervallhalvering som garanterar att man inte behdver mer
an 7 gissningar for att hitta talet. Samtidigt far eleverna
bekanta sig med programmerings-kommandon som if och
while.

Vilken tarningssumma ar vanligast vid kast med 3, 4
respektive 5 tarningar? | den har aktiviteten far eleverna
undersoka den fragestallningen med hjalp av dator-
simuleringar.

Eleverna far ta reda pa slutsiffran i det 159:e Fibonaccitalet
och undersdka kvoten mellan tva pa varandra féljande
Fibonaccital.

| den har aktiviteten far eleverna anvanda programmering for
att undersoka om ett heltal ar fattigt, perfekt eller rikt.

Eleverna far anvanda programmering for att numeriskt
bestamma kvadratrotter. Eftersom uppgiften inte kraver sa
mycket kod, passar den bra for att introducera
programmering.

| den hadr aktiviteten far eleverna anvanda programmering for
att uppskatta vdrdet av konstanten .

Syftet med den har aktiviteten ar att fordjupa elevernas
kunskaper om primtal genom att skriva program som utfor
algoritmen Eratosthenes sdll. Samtidigt far eleverna se hur
man kan utnyttja programmering for att underlatta
utférandet av tidsodande berakningar.

| den har aktiviteten far eleverna underséka sambanden
mellan andragradsekvationens konstanter och dess rotter.

Den har aktiviteten syftar till att introducera eller fordjupa
elevernas kunskaper om avstandsformeln. Eleverna far
slumpa fram tal i ett intervall, respektive punkter i ett
koordinatsystem, och underséka sannolikheten att avstandet
mellan talen/punkterna ar stérre dn ett bestamt tal.

| den har aktiviteten far eleverna underséka egenskaper hos
cirklar med hjalp av programmering. Samtidigt far de se hur
man med programmering kan utféra ett stort antal
berdkningar och pa sa satt underséka nagot man ar nyfiken
pa. Aktiviteten dr lamplig att anvanda i Matematik Origo 3c i
samband med avsnittet om cirkelns ekvation.

Den har aktiviteten syftar till att fordjupa elevernas forstaelse
av sinussatsen. Eleverna far skriva program som kan
anvandas for att berdakna okanda sidor och vinklar i trianglar.
Pa sa sdtt skaffar sig eleverna ett verktyg for att undersdka
nar det finns ingen, en eller tva trianglar som uppfyller givna
villkor.

| den har aktiviteten far eleverna anvanda programmering for
att undersoka Buffons ndlproblem. Det klassiska problemet
gar ut pa att uppskatta sannolikheten att en nal skar nagon
linje, om man slapper den pa ett papper med ekvidistanta
parallella linjer.



I  Innehall

Aktivitet

Kurs

Beskrivning

Geometrisk talfoljd och
geometrisk summa

Olika typer av lan

Summor och grinsvdrden

Komplexa tal och
transformationer

3b, 5

3b, 5

3b, 4
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Den har aktiviteten syftar till att fordjupa elevernas
kunskaper om geometriska talféljder och summor. For att
aktiviteten ska vara lamplig att anvanda i Matematik Origo 3b,
dar eleverna inte tidigare har arbetat med programmering
som problemldsningsverktyg i gymnasieskolan, har vi valt att
presentera ett fardigt program som eleverna far modifiera och
bygga vidare pa.

| den har aktiviteten far eleverna anvanda programmering for
att jamfdra annuitetslan med rak amortering.

Den har aktiviteten syftar till att fordjupa elevernas
kunskaper om bevisféring genom att de sjdlva far undersdka
om en serie konvergerar eller divergerar.

| den har aktiviteten far eleverna anvanda programmering for
att undersoka transformationer i det komplexa talplanet.



A Aktivitet
Gissa ett tal

Hér nedanfor ser du ett program skrivet i programspraket Python 3.

from getpass import =*
tal = int(getpass(prompt = "Skriv ett heltal mellan 1 och 100:"))
gissning = int(input(”"Gissa talet som din kamrat har angett:"))
antal_gissningar = 1
while gissning != tal:
if gissning < tal:
gissning = int(input("For litet! Gissa igen."))
elif gissning > tal:
gissning = int(input("For stort! Gissa igen."))
antal_gissningar = antal_gissningar + 1
print("Ratt! Din kompis tal var"”, tal)
print(”"Du behovde”, antal_gissningar, "gissningar.")
input("Tryck Enter for att avsluta programmet”)

1 Spara programmet pa din dator och dubbelklicka pé filnamnet. D4 kors
programmet i terminalldge. Arbeta tillsammans med en kompis och
kor programmet ett par ganger. Vad gor det?

2 Forklara tillsammans vad varje del av programkoden gor.

3 Kor programmet 10 ganger. Vixla mellan att vara den som anger talet
och att vara den som gissar. Notera hur manga gissningar ni behover
varje gdng.

4 Hur manga gissningar behovde ni i genomsnitt?

5 Oskar sdger att han aldrig beh6ver mer dn 7 gissningar for att gissa ratt
tal. Kan ni komma pa hur Oskar gor?

6 Hur manga gissningar behover man som mest med Oskars strategi, om
talet ligger mellan

a) 1 och 1000
b) 1 och 10 000

7 Vad finns det for samband mellan det hogsta antalet gissningar som
behovs och potenser med basen 2?
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Aktivitet
Gissa ett tal

Syfte och centralt innehall

I den hir aktiviteten fér eleverna gissa ett heltal
mellan 1 och 100 som deras kamrat har angett.
Syftet med uppgiften ér att uppticka den metod
med intervallhalvering som garanterar att man
inte behover mer dn 7 gissningar for att hitta talet.
Samtidigt far eleverna bekanta sig med program-
meringskommandon som if och while.

Forkunskaper i programmering

Programmet som vi presenterar i aktiviteten
innehéller kommandon som print, input, while
och if. Det kan vara en fordel att eleverna har sett
dessa kommandon tidigare, men aktiviteten kan
ocksa vara ett sitt att 1dta eleverna bekanta sig
med dem. I inledningen av aktiviteten importerar
vi modulen getpass som gor att kompisens
inmatning inte syns pa skirmen nir programmet
kors i terminallédge.

Genomfdrande

Om eleverna har tillrdckliga forkunskaper i pro-
grammering kan du ldta dem arbeta med elev-
stencilen enskilt eller i par. I annat fall kan du till-
sammans med eleverna analysera programmet
innan du lter dem anvinda det.

Du kan ocksa inleda lektionen genom att diskute-
ra med eleverna hur man pa ett effektivt sitt kan
hitta ett heltal (som man inte kinner till) inom ett
bestamt intervall. Pa sd sdtt kan man sitta i gdng
elevernas tankar om vilka strategier de kan anvin-
da i aktiviteten.
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LARAR-

HANDLEDNING

Losning
1 Programmet riknar antalet gissningar som

behovs for att en person ska gissa ett heltal
mellan 1 och 100.

2 from getpass import * #Viimporterar modulen
getpass for att den
féljande inmatningen ska
vara osynlig pa skdarmen.

tal = int(getpass(prompt = "Skriv ett
heltal mellan 1 och 100:"))

#Programmet later en anvdndare mata in ett heltal mellan
1 0ch 100.

gissning = int(input("Gissa talet som

din kamrat har angett:"))#Enannan
anvandare far mata
in en gissning.

#Variabeln antal_
gissningar raknar
antalet gissningar

antal_gissningar = 1

while gissning != tal: #53 lange
gissningen inte ar
lika med det
inmatade talet, gor

programmet foljande:
if gissning < tal:
gissning = int(input("For litet!

Gissa igen.")) #Om gissningen ar mindre

an det inmatade talet
skriver programmet "For
litet! Gissa igen."

elif gissning > tal:
gissning = int(input("For stort!

Gissa igen.")) #Om gissningen &r storre

an det inmatade talet
skriver programmet "For
stort! Gissa igen."

antal_gissningar = antal_gissningar
+ 1 #FOor varje ny gissning okar
antal_gissningar med 1
print("Ratt! Din kompis tal var"”, tal)
print(”"Du behovde”, antal_gissningar,

"gissningar.")  #Naranvindaren gissar ratt

skrivet programmet ut det ratta
svaret och antalet gissningar.



Aktivitet
Gissa ett tal

3 _
q _

5 Oskar anvinder sig av intervallhalvering. Han
borjar med att gissa pd talet 50, mitt emellan 0
och 100. Om programmet siger att gissningen
ar for stor, gissar han p4 talet mitt emellan 0
och 50, dvs. 25. P4 sa sitt halverar han i varje
steg det intervall dir talet kan ligga.

0 25 50 75 100

6 a) 10
b) 14

7 lintervallet 1-100 krdvs det 7 gissningar efter-
som 2/ 4r den forsta potensen med basen 2
som &r storre 4n 100. Det beror pd att det
krévs 7 halveringar av intervallet innan inter-
vallet 4r mindre &n eller lika med 1.

100_,
2
50
—=25
2
25 Vi avrundar till heltal eftersom
7 =12,5=13 eleverna gissar heltal i uppgiften.
13
—=75=8
2
8_,
2
4_,
2
2
=1
2

Det storsta antalet gissningar som kravs &r lika
med exponenten i den forsta tvdpotens som ar
storre dn eller lika med antalet mojliga tal som
man kan vilja pa (100, 1 000 respektive

10 000).
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LARAR-
HANDLEDNING

Att lyfta fram

Uppgift 6 kan eleverna undersoka empiriskt
genom att dndra i programmet eller fundera pa
utan hjdlp av ett program. Diskutera gdrna hur
man kan veta att det endast krévs 7 gissningar,
t.ex. med hjilp av en tallinje. Diskutera dven hur
man ska hantera att intervallhalveringen leder till
tal med decimaler. Dd gissar man helt enkelt pa ett
av de tva talen som dr i mitten av intervallet.

Utvidgning och variation

En mojlig utvidgning dr att ldta eleverna spela
spelet mot datorn, nir datorn anvinder intervall-
halvering. Hur kan ett sidant program se ut?
Klarar datorn det pd i genomsnitt firre gissningar
an klassen?

Har dr ett forslag till sadan kod.

print("Tank pa ett tal mellan @ och 100.")
input("Tryck Enter nar du ar klar.")
a=20

b = 100
gissning = (a + b)//2
print("Min gissning ar:"”, gissning)

antal_gissningar = 1
feedback = input(”Om gissningen ar ratt,
skriv Ratt. Om ditt tal ar hogre eller
lagre, skriv Hogre eller Lagre.")
while feedback != "Ratt":
if feedback == "Hogre":
a = gissning
gissning = (gissning + b)//2
print(”"Min gissning ar",gissning)
feedback = input("”Om gissningen ar
ratt, skriv Ratt. Om ditt tal ar ho-
gre eller lagre, skriv Hogre eller
Lagre.")
elif feedback == "Lagre":
b = gissning
gissning = (gissning + a)//2
print(”"Min gissning ar",gissning)
feedback = input(”Om gissningen ar
ratt, skriv Ratt. Om ditt tal ar ho-
gre eller lagre, skriv Hogre eller
Lagre.")
antal_gissningar = antal_gissningar + 1
print("Okej! Jag behovde”, antal_giss-
ningar, "gissningar.")



A Aktivitet
Slumpforsok med tarningar

I den hir aktiviteten fir du skriva program som kan simulera slumpforsok
med tdrningar.

1 a) Skriv ett program som simulerar 100 000 kast med en vanlig
tarning och beriknar den relativa frekvensen for de sex mojliga
utfallen.

b) Undersok hur vil resultatet stimmer dverens med vad du borde fa
teoretiskt.

2 Vilken tirningssumma dr mest sannolik ndr man kastar tvd tirningar? - 5
. . Tarnlngssumman darsumman
Undersok detta genom att skriva ett program som simulerar av 6gonen pa tarningarna.
100 000 kast med tva tarningar och berdknar deras 6gonsumma.
Programmet ska berdkna den relativa frekvensen for de olika utfallen
(tdrningssummorna).

3 Vilken tirningssumma dr mest sannolik ndr man kastar tre tdrningar?
Undersok detta genom att skriva ett program som simulerar
100 000 kast med tre tirningar och berdknar deras 6gonsumma.
Programmet ska berdkna den relativa frekvensen for de olika utfallen.

4 Vilken tirningssumma ar mest sannolikt vid kast med 4, 5 respektive
6 stycken tidrningar? Undersok med hjilp av ett program som
simulerar detta.

5 Hur stor dr sannolikheten att fa Yatzy, dvs. att alla tdrningar visar lika vid
ett kast med fem tdrningar? Undersok med hjdlp av ett program som
simulerar detta.
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Aktivitet
Slumpforsok med tarningar

Syfte och centralt innehall

Den hir aktiviteten syftar till att fordjupa kunska-
perna i sannolikhetsldra genom att eleverna far
skapa simuleringar som berdknar den relativa
frekvensen for olika utfall. En central idé i aktivi-
teten dr att man kan utnyttja relativ frekvens for
att uppskatta sannolikheten for en hindelse.

Aktiviteten passar bra i kapitlet om sannolikhets-
ldra i Matematik Origo 1c. Man kan till exempel
anvdnda den som en utvidgning av uppgift 6110,
dér eleverna far undersoka sannolikheten for olika
tarningssummor vid kast med tva tirningar. Vil-
ken tdrningssumma ér vanligast vid kast med 4, 5
respektive 6 tirningar? Den fragestillningen far
eleverna undersoka i aktiviteten.

Forkunskaper i programmering

Eleverna bor kinna till hur man arbetar med vari-
abler, skapar listor och skriver slingor med hjilp
av kommandot for. For att arbeta med slumpfor-
sok maste eleverna dven importera modulen
random. Det foreslar vi att man gar igenom
gemensamt med eleverna (se Genomforande).

Genomfdrande

Vi presenterar ett forslag pa hur aktiviteten kan
genomforas for elever som inte har ndgon storre
erfarenhet av programmering.

e Dela upp eleverna sa att de arbetar tva och tva
med en dator. Uppmana dem att lita den som
har minst erfarenhet av datorer och program-
mering skota datorn. Ar bada eleverna lika
erfarna sd kan de turas om.

« Lat eleverna granska koden hir nedanfor och
forsoka forstd vad varje del i koden gor. Detta
satt att arbeta kallas inom programmering for
tinkering. Vad har man simulerat i programmet?
Om det hir inte 4r elevernas forsta programme-
ringsaktivitet kan man ta bort de forklarande
kommentarerna.
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LARAR-
HANDLEDNING

from random import *

resultat = [] # Skapar en tom lista

med namnet resultat
for n in range(1, 1001):
a = randint(1, 2) # Slumpar ett heltal

i intervallet [1, 2]

resultat.append(a) #Lagger till talet a i

listan resultat
for i in range(1, 3):
print(”"Relativa frekvensen for"”, i,
"ar", resultat.count(i)/1000)
#Skriver ut den relativa frekvensen for vart och ett av
utfallen 1 och 2.
Programmet skriver ut f6ljande:

Relativa frekvensen for 1 ar 0.49866

Relativa frekvensen for 2 ar 0.50133

Programmet simulerar 1 000 slantsinglingar och
berdknar den relativa frekvensen for de tvd mojli-
ga utfallen krona och klave. I programmet har vi
valt att kalla krona for 1 och klave for 2. Vi kan pé
detta sitt noja oss med att slumpa fram ettor (1)
och tvaor (2) och berikna den relativa frekvensen
for antalet ettor och antalet tvéor.

« Diskutera i helklass vad varje del i koden gor,
med sérskilt fokus pa from random import *
och pa kommandot randint (). Notera att vi
har valt att skriva from random import x i
stdllet for import random pd den forsta raden i
programmet. S& har vi gjort eftersom man da
kan skriva randint () istillet for
random.randint().

« Uppmuntra eleverna att skriva av koden och
testkora den. De kommer att kunna l6sa flera av
uppgifterna pa aktivitetsstencilen genom att
modifiera koden pa lampligt sitt.

e Dela ut aktivitetsstencilen till eleverna och 1at
dem arbeta tva och tva.

Utvidgning och variation

Om man vill utvidga uppgiften kan man lata elev-
erna berdkna sannolikheten for att fa tretal, kdk
eller stege pd ett kast i Yatzy.



A Aktivitet
Slumpforsok med tiarningar HANDLEDNING

Att lyfta fram 3 from random import x

Jamfor garna den relativa frekvensen i simulering- resultat = []

arna med den teoretiska sannolikheten i uppgift 1 for n in range(1, 100001):

och 2. Det ger eleverna mojlighet att se att den a = randint(1, 6)  # Slumpar ett heltal

- . , . mellan10och 6
relativa frekvensen for ett utfall narmar sig den

teoretiska sannolikheten nir antalet slumpforsok
okar. Det dr svédrare att berdkna den vanligaste tér-

b = randint(1, 6)
c = randint(1, 6)

) ) g=a+b+c # Adderar slumptalen
ningssumman vid kast med 3, 4 eller 5 stycken och kallar summan fér g
tarningar. P4 sd sitt illustrerar aktiviteten pro- resultat.append(g) # Laggertill talet g till

listan resultat

grammeringens relevans. for i in range(3, 19):

Jamfor 1 uppgift 5 den relativa frekvensen i print(”"Relativa frekvensen for", i,
simuleringen med den teoretiska sannolikheten: "ar”, resultat.count(i)/100000)
1 #Skriver ut den relativa frekvensen for vart och ett av
P(Yatzy) = - de majliga utfallen 3-18.
6
Losning 4 from random import =
1 from random import x resultat = []
resultat = [] #Skapar en tom lista med for n in range(1, 100001):
namnet resultat a = randint(1, 6)
. )
for n in range(1, 100001) : #Programmet b = randint(1, 6)
upprepar foljande .
bit kod 100 000 ¢ = randint(1, 6)
ganger d = randint(1, 6)
a = randint(1, 6)  #Slumpar ett heltal g=a+b+c+d #Adderardefyra
mellan 1 och 6 (upp till slumptalen och kallar
7-1=6) summan for g
resultat.append(a) #Lagger till taletailistan resultat.append(g) #Lagger till talet g till
resultat listan resultat
for i in range(1, 7): for i in range(4, 25):
print("Relativa frekvensen for", i, print("Relativa frekvensen for", i,
"ar", resultat.count(i)/100000) "ar", resultat.count(i)/100000)
#Skriver ut den relativa frekvensen for vart och ett av #Skriver ut den relativa frekvensen for vart och ett av
utfallen, 2, 3, 4, 5 och 6. de mojliga utfallen 4-24.
Koden hir ovanfor kan modifieras for att
2 from random import x undersoka fallen med fem respektive sex tér-
resultat = [] #Skapar en tom lista med ningar.

namnet resultat
for n in range(1, 100001): #Programmet

upprepar féljande B Tex.
bit kod 100 000 £ d . %
ganger rom random import
a = randint(1, 6)  # Slumpar ett heltal antal_yatzy = 0
mellan 1 och 6 for n in range(1, 100001):
b = randint(1, 6) # Slumpar ett heltal a = randint(1, 6)
mellan 1 och 6 b = randint(1, 6)
g=a+b # Adderar slumptalen ¢ = randint(1, 6)
och kallar summan for g . ’
) . . d = randint(1, 6)
resultat.append(g) #Laggertilltaletgi .
listan resultat e = randint(1, 6)
for i in range(2, 13): if a==b==c==d==c¢:
print("Relativa frekvensen for", i, print('yatzy’)
"ar”, resultat.count(i)/100000) antal_yatzy = antal_yatzy + 1
#Skriver ut den relativa frekvensen fér vart och ett av print(”"Antal yatzy blev: ", antal_yatzy)

utfallen 2-12. print(”Sannolikheten blir enligt simu-

leringen:", antal_yatzy/100000)
print("Den teoretiska sannolikheten
ar:", 1/6x*4)
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Aktivitet
Fibonacci

Leonardo Fibonacci levde omkring dr 1200. Under sina médnga resor runt
Medelhavet kom han i kontakt med bade arabiska och grekiska matemati-
ker. I boken Liber abbaci, som utkom ér 1202, ssmmanfattade han vad han
hade ldrt sig om aritmetik (riknekonst) och algebra. I den boken presente-
rade han ocksd de siffror vi anvinder i dag. Men mest kind dr Fibonacci
for att han har gett namn &t en talfoljd. Talfoljden borjar med 0 och foljs
sedan av tvd ettor. Varje tal i talféljden dr sedan summan av de tva forega-
ende talen.

0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, ...
1 Vilka dr de nésta tva talen i f6ljden?
2 Skriv ett program som skriver ut de 50 forsta Fibonaccitalen.

3 Vilken slutsiffra har det 159:e Fibonaccitalet?

Tips! I Python3 kan du anvdnda

4 Andraprogrammet sd anvindaren fir ange hur manga Fibonaccital som dig av kammandot int (input())
ska skrivas ut nér du vill lata anvandaren mata
) in ett heltal.

Om vi dividerar varje Fibonaccital med det foregaende talet i talfoljden,
far vi en ny talfoljd:
12358 13

g

1)1)255)5,

5 Skriv ett program som skriver ut de 20 forsta talen i denna talfoljd.
Ser du ndgot monster?

Hanbiets stamtavla vaxer
precis som Fibonaccis talféljd.
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Aktivitet
Fibonacci

Syfte

I den hir aktiviteten far eleverna ta reda pa slut-
siffran i det 159:e Fibonaccitalet och undersoka
kvoten mellan tvd pa varandra f6ljande Fibonacci-
tal. Aktiviteten passar bra i algebrakapitlet i Mate-
matik Origo 1c, t.ex. i samband med avsnittet
Monster och formler eller i avsnittet Historia pa
sidan 97 i elevboken. Eleverna far naturligtvis
anvidnda valfritt programsprak, men vi kommer
att visa losningar i programspraket Python 3.

Forkunskaper i programmering

Det finns manga olika sitt att skriva program som
skriver ut Fibonaccitalen, men eleverna behover
veta hur man anvinder kommandona print och
input, hur man sparar tal i variabler och hur man
skriver slingor med for eller while.

Genomfdrande

I aktivitetens inledning presenterar vi Fibonacci-
talen. Presentera dem girna gemensamt i helklass,
kanske utifrdn hanbiets stamtavla. Om eleverna
har nodviandiga férkunskaper i programmering
kan du ldta dem arbeta med resten av elevstenci-
len enskilt eller i par. I annat fall kan du tillsam-
mans med eleverna skriva ett program som skri-
ver ut Fibonaccitalen, t.ex.

a==0

#Vi sparar de forsta tva Fibonaccitalen,
o och1,ivariablernaaochb

b =1
print("De 10 forsta Fibonaccitalen ar:")

for n in range (1, 11): #Programmet ska upprepa
foljande kod 10 ganger:

print(a)  #Skriv ut virdet av variabeln a

c=b #Spara vdrdet av variabeln b i c.

b = a + b #Detnyavirdet pa b ska vara summan
avaochb

a=c¢ #Det nya vardet pa a ska vara vardet pa c,

dvs. det gamla vardet pa b

Diskutera med eleverna hur koden édr uppbyggd
och lat dem sedan arbeta vidare med uppgifterna
pa aktivitetsstencilen. Om eleverna arbetar i par
kan det vara bra att ldta den elev som har minst
erfarenhet av programmering skota datorn. Ar
béda eleverna lika erfarna kan de turas om.

I aktiviteten bygger vi stegvis upp mot fragestall-
ningen vilken slutsiffra det 159:e Fibonaccitalet
har, men det gar ocksa bra att lata lektionen helt
utgad frdn den frégestillningen. Det ger aktiviteten
en mer problemlgsande karaktar.
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LARAR-
HANDLEDNING

Losning
1 34 och 55
2 Tex.
a=2=0 #Vi sparar de forsta tva Fibonaccitalen,
o och1,ivariablernaaoch b
b =1

print("De 50 forsta Fibonaccitalen
ar:")

for n in range (1, 51):#Programmet ska
upprepa foljande kod

50 ganger:
print(a)  #Skrivut virdet av variabeln a
c=b #Spara vardet av variabeln b i c.
b = a + b #Detnyavardet pab skavarasumman
avaochb
a=4=c #Det nya vardet pa a ska vara vardet

pa ¢, dvs. det gamla vardet pa b

3 Det 159:e Fibonaccitalet dr
468340976726457153752543329995929.
Slutsiffran ir alltsa 9.

4 Tex.
a==90
b =1
n = int(input(”Det har programmet
skrivet ut de n forsta Fibonaccitalen.
Ange n:"))
print("De", n, "forsta Fibonaccitalen
ar:")
for n in range (1, n + 1):
print(a)
c=b
b=a+hb
a=c

5 Kvoten stabiliserar sig kring ca 1,618. Talet bru-

kar kallas for det gyllene snittet och kan exakt
V5

skrivas Lt . Uppgiften kan t.ex. 16sas med

programmet:
a==o
b =1
for n in range (1, 21):
c=b
b=a+hb
a=c¢c
print(b/a)



Aktivitet
Fibonacci

Att lyfta fram
I den sista deluppgiften fir eleverna undersoka
kvoten mellan tva konsekutiva Fibonaccital.
Eleverna kommer att marka att kvoten stabiliserar
sig kring talet 1,618. Lyft gdrna fram att talfoljden
konvergerar mot det sa kallade gyllene snittet:
1+1\5

5
Det finns ménga olika sitt att 16sa deluppgift 2.
Hir nedanfor visar vi fyra olika program, som
utnyttjar olika programmeringskommandon. Det
forsta programmet anviander en stodvariabel. Det
andra programmet ir elegant, eftersom det upp-
daterar virdet pa variablerna a och b pa en enda
rad. Det tredje programmet ldgger Fibonaccitalen
i en lista och skriver ut listan. Det fjirde program-
met utnyttjar rekursion. Det kan vara intressant
att jamfora programmens korningstid och disku-
tera varfor det fjarde programmet tar s lang tid
att kora.

(1) Med stédvariabel
a=2=a #Vi sparar de forsta tva Fibonaccitalen,
o och1,ivariablernaaoch b

b =1
print("De 50 forsta Fibonaccitalen ar:")

for n in range (1, 51):#Programmet ska upprepa
foljande kod 50 ganger:

print(a) #Skriv ut virdet av variabeln a

c=b #Spara virdet av variabeln bii c.

b=a+hb #Det nya virdet pa b ska vara summan
avaochb

a==«ac #Det nya vardet pa a ska vara vardet pa

¢, dvs. det gamla vardet pa b

(2) Med tva variabler

a==90

b =1

for n in range (1, 51):
print(a)

a, b = (b, a + b) #Harsatter vivardet av
variabeln a till b och vardet av
variabeln b tilla +b

(3) Med listor:

print("Det har programmet skriver ut de 50

forsta Fibonaccitalen”)

Fibonacci = [0, 1, 1]

for n in range (2, 49):
Fibonacci.append(Fibonacci[n - 1] + Fi-
bonaccil[n])

print(Fibonacci)
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LARAR-
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(4) Med rekursion:

def fib(a): =#Videfinierar en funktion som tar fram
Fibonaccital nummer a

if a ==
return (0)
if a ==
return 1
else:
return (fib(a - 1) + fib(a - 2))
for n in range (1, 51):
print(fib(n))

#Vi anropar funktionen
och skriver ut alla
Fibonaccital mellan 1 och 50

Utvidgning och variation

Fibonaccitalen har manga intressanta egenskaper
som man kan undersoka med hjilp av program-
mering, t.ex.

Om man kvadrerar Fibonaccitalen, fir man en
ny foljd av tal. Om man adderar tva pa varan-
dra foljande tal i den foljden, sd far man alltid
ett Fibonaccital.

Ett annat sitt att utvidga aktiviteten ar att intro-
ducera Binets formel. Det ir en sluten formel for
det n:te Fibonaccitalet.

1 [[1+35)" [1-45
2 2

n n

V5

Man kan ocksa lata eleverna undersoka de sa kall-
ade Lucastalen. Den talf6ljden ar uppbyggd pé
samma sitt som Fibonaccitalen, men med 2 och 1
som de forsta elementen i stillet for 0 och 1.

2,1,3,4,7,11,18,29,47,76, 123, ...

Det finns intressanta samband mellan Lucastalen
och Fibonaccitalen, som eleverna kan undersoka
med hjdlp av programmering, t.ex.
L,=F, +EF, ,n>1



(A

Aktivitet
Perfekta tal

Ett tal ddir summan av talets alla delare (utom talet sjdlvt) ar lika med talet
sjalvt, kallas for ett perfekt tal. Talet 6 dr delbart med 1, 2, 3 och 6. Summan
av delarna (utom 6) dr 1 + 2 + 3 = 6. Talet 6 &r alltsa ett perfekt tal.

1 Skriv ett program som avgor om ett inmatat tal dr perfekt. Sa har ska
programmet se ut nir det kors.

Det har programmet undersoker om ett tal ar perfekt.

Skriv in ett positivt heltal: 6
Talet ar perfekt!

2 Testa ditt program med talen: 6, 10, 28 och 99. Vilka av talen ar perfekta?

Ett tal ddr summan av delarna (férutom talet sjdlvt) understiger talet
sjalvt, kallas for ett fattigt tal. Om summan Overstiger talet, sd kallas det for
ett rikt tal.

3 Skriv ett program som avgor om ett inmatat tal r fattigt, perfekt eller

rikt.

4 Skriv ett program som tar reda pé vilka tal mellan 1 och 10 000 som é&r
fattiga, perfekta respektive rika.

5 Skriv ett program som undersoker hur stor andel av talen mellan 1 och
10 000 som ar fattiga, perfekta respektive rika.
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Aktivitet
Perfekta tal

Syfte och centralt innehall

I den hir aktiviteten far eleverna anvinda pro-
grammering for att undersoka om ett heltal ar fat-
tigt, perfekt eller rikt. Pa sa sdtt far de utnyttja
programmering for att l6sa problem som det dr
svart och arbetsamt att 16sa for hand. I den avslu-
tande uppgiften fir de undersoka hur stor andel
av de positiva heltalen som ér fattiga, perfekta res-
pektive rika.

Aktiviteten kan anvindas i Matematik Origo 1c i
samband med avsnittet Primtal och delbarhet eller
i Matematik Origo 5 i kapitlet Talteori.

Materiel

Dator med lamplig kompilator (t.ex. IDLE). For-
slag pé kod som presenteras nedan ar gjord i
Python 3.

Lampliga forkunskaper i programmering
Eleverna bor kdnna till hur man skriver slingor
med hjdlp av kommandot for, villkorssatser med
hjélp av kommandona if, else och elif samt
hur man anvinder operatorn % for att berikna
resten vid heltalsdivision. Det dr en fordel om
eleverna dven kianner till hur man arbetar med
listor.

Genomférande

« Forklara for eleverna vad ett perfekt tal ir och
lat dem fo6r hand undersoka om nagot av talen
5, 6 eller 7 dr perfekt. Beritta eventuellt lite his-
torik om perfekta tal (se rubriken Att lyfta

fram).

e Dela in eleverna i par och dela ut aktivitetssten-
cilen. Uppmana dem att lata den som kédnner sig
minst van vid datorer och programmering skota
datorn. Ar bada lika vana kan de turas om.

e Om eleverna inte har sd goda forkunskaper i
programmering kan man vilja att l6sa den
forsta uppgiften gemensamt i klassen. Det ger
mojlighet att lyfta fram hur operatorn %, och
kommandona if, for och .append, fungerar.
Forslag pé kod till den forsta uppgiften
presenteras hir nedanfor.
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LARAR-
HANDLEDNING

Losning
1 print("Det har programmet undersoker om
ett tal ar perfekt.”)
n = int(input("Skriv in ett positivt
heltal:"))
delare = []
for x in range(1, n):
if n % x ==
delare.append(x)
b = sum(delare)
if b == n:
print("Talet ar perfekt!")
else:
print("Talet ar inte perfekt.”)

Kommentar: Det ar ocksd mojligt att skriva
programmet utan att anvianda listor:

print("Det har programmet avgor om ett
tal ar perfekt.”)
n = int(input(”"Skriv ett heltal:"))
summa = 0
for x in range(1, n):

if n% x ==

summa = summa + X

if summa == n:

print("Talet ar perfekt.")
else:

print("Talet ar inte perfekt.")

2 60och28

3 print("Det hadr programmet undersdker om
ett tal ar perfekt, rikt eller fat-

tigt.")
n = int(input(”Skriv in ett positivt
heltal."))
delare = []
for x in range(1, n):
if n% x ==

delare.append(x)
b = sum(delare)

if b == n:

print("Talet ar perfekt!")
elif b > n:

print("Talet ar rikt!")
elif b < n:

print("Talet ar fattigt!")



A Aktivitet
Perfekta tal

LARAR-
HANDLEDNING

4 perfekta_tal = [] Att lyfta fram

rika_tal = []
fattiga_tal = []
for x in range(1, 10000):
delare = []
for a in range(1, x):
if x % a ==
delare.append(a)
b = sum(delare)
if b == x:
perfekta_tal.append(x)
elif b > x:
rika_tal.append(x)
else:
fattiga_tal.append(x)
print(”"De perfekta talen mellan 1 och
10000 ar:",perfekta_tal)
print("De rika talen mellan 1 och
10000 ar:", rika_tal)
print("De fattiga talen mellan 1 och
10000 ar:", fattiga_tal)

print(”"Det har programmet undersoker
andelen tal mellan 1 och 10000 som ar
perfekta, rika och fattiga")
n = 10000
perfekta_tal = []
rika_tal = []
fattiga_tal = []
for x in range(1, n + 1):
delare = []
for a in range(1, x):
if x % a == 0:
delare.append(a)
b = sum(delare)
if b == x:
perfekta_tal.append(x)
elif b > x:
rika_tal.append(x)
else:
fattiga_tal.append(x)
print("Andelen perfekta tal mellan 1
och 10000 ar:",len(perfekta_tal)/n)
print(”Andelen rika tal mellan 1 och
10000 ar:", len(rika_tal)/n)
print("Andelen fattiga tal mellan 1
och 10000 ar:",len(fattiga_tal)/n)
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Perfekta tal forekommer redan i Euklides Elementa.

Dir bevisade han att talet w ar ett jamnt

perfekt tal om q dr ett Mersenneprimtal, dvs. ett
primtal i formen 27 — 1 f6r ndgot primtal p. Euler
bevisade senare att alla jamna perfekta tal kan
skrivas pa denna form. Diremot dr det manga
egenskaper hos perfekta tal, som man inte har
kunnat bevisa. Det ir till exempel okdnt om det
finns odndligt mdnga perfekta tal eller om ndgra
av dem dr udda.

Utvidgning och variation

Programmering dr ett bra sitt att undersoka
monster hos tal. Eleverna kan till exempel fa
anvianda programmering for att undersoka nadgon
av foljande fragestéllningar:

o Ar nigra perfekta tal udda?

Alla perfekta tal man kidnner till dr jamna, men
ingen har kunnat bevisa att det inte finns ndgra

udda perfekta tal
o Hur manga perfekta tal finns det?

Det dr inte kint huruvida det finns odndligt
mdnga perfekta tal.

 Undersok slutsiffran i de perfekta talen. Ser du
nagot monster?

Alla jamna perfekta tal slutar pa 6 eller 8.

Eleverna kan ocksd fi stilla egna fragor om fatti-
ga, perfekta och rika tal och underséka dem med
hjélp av programmering.



Aktivitet
Kvadratrotter

I den hir aktiviteten fir du skriva program som berdknar ett nirmevirde
till kvadratroten av ett positivt tal.

For att berdkna ett nairmevirde till kvadratroten ur 2 kan man forst gora
en gissning och dérefter anvinda foljande formel.

Gissning + ————
§ Gissning

Niista viirde = >

Niista virde kommer att vara ett bittre nirmevirde till V2 dn gissningen.
Genom att ldta Ndsta virde vara Gissning i formeln, fir man ett dnnu
bittre nirmevirde. Proceduren kan man sedan upprepa tills man far ett sd
bra virde pa V2 som man 6nskar.

1 Skriv ett program som beriknar ett nirmevirde till V2 med hjilp av en
gissning och formeln hir ovanfor.

2 Utga fran formeln hir ovanfor och skriv ett program som berdknar ett
nirmevirde till V3.

3 Skriv ett program som berdknar ett nairmevirde till Vx, ddr x dr ett tal
som anvdndaren matar in i programmet.
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Aktivitet
Kvadratrotter

Syfte och centralt innehall

I den hir aktiviteten fir eleverna anvinda
programmering for att numeriskt bestimma
kvadratrotter. Eftersom uppgiften inte kriver sd
mycket kod, passar den bra for att introducera
programmering. Programmen som eleverna skri-
ver dr rétt sa enkla och det ar ldtt att jamfora
resultaten med kéinda virden.

Aktiviteten dr lamplig att anvdnda som en forsta
programmeringsaktivitet i Matematik Origo 1c
eller Matematik Origo 3b.

Materiel

Dator med lamplig kompilator (t.ex. IDLE).
Forslag pd kod som presenteras hir nedanfor r
gjord i Python 3.

Lampliga forkunskaper i programmering
Eleverna bor kdnna till hur man skriver slingor
med hjilp av for-satser.

Genomférande

Hur aktiviteten ska genomforas beror pa elevernas
forkunskaper i programmering. Hér presenteras
ett forslag pa hur aktiviteten kan genomforas for
elever som inte har sa stor erfarenhet av program-
mering.

e Dela upp eleverna sa att de arbetar tva och tva
med en dator. Uppmana dem att ldta den som
kdnner sig minst van vid datorer och program-
mering skota datorn. Ar bada lika vana kan de
turas om.
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« Eftersom uppgifterna kriver relativt lite kod kan
det ricka med att pdminna eleverna om hur
man skriver for-satser, kanske genom att till-
sammans skriva ett program som skriver ut de
100 forsta positiva heltalen:

for n in range (1, 101):
print(n)

« For att 16sa uppgift 2, kan eleverna modifiera
koden i uppgift 1 pa lampligt sdtt. Det dr l4tt att
tro att man kan ersitta talet 2 i koden med talet
3, men det dr bara den Ovre 2:an i formeln som
ska bytas ut mot en 3:a. For att kunna losa upp-
giften, maste eleverna alltsé forst forsta hur pro-
grammet fungerar. Det kan vara klokt att ga ige-
nom detta gemensamt i klassen efter att elever-
na har arbetat med uppgift 1:

Niista viirde dr medelvirdet av tva tal, ddr det
ena talet 4r storre 4n \2 och det andra talet dr
mindre 4n \2. Om Gissning ar storre in 2,
Ry

Gissning  Gissning

kommer namligen
att vara mindre in V2. Omvint giller att om
Gissning dr mindre dn V2, s8 4r —————
Gissning
storre an \2. Det ar rimligt att medelvirdet av
ett tal storre dn V2 och ett tal mindre dn \2, ir
en bittre approximation av \2 dn den forsta

gissningen. Pd sa sitt ger iteration en béttre och
bittre uppskattning av V2.



A Aktivitet

.o HANDLEDNING
Kvadratrotter

Losningar Att lyfta fram
1 gissning = float(input("Gissa ett varde Lt gdrna eleverna understka hur minga
pa roten ur 2:")) #Viliter anvindaren mata in iterationer som behover goras for att fd onskat
ett decimaltal och sparar det antal korrekta virdesiffror i svaret. Diskutera hur
som gissning o .. . ..
. svaret beror pd precisionen i den forsta
for n in range(1, 15): .
; ; L . gissningen.
nastavarde = (gissning + 2/giss-
ning)/2 Lyft gdrna fram att liknande algoritmer anvinds i
gissning = nastavarde #Viddper om sé att minirdknare och datorer for att berikna nirme-

nastavarde blir

astavarde DIr virden till t.ex. kvadratroten ur tvd och kvadratro-
gissning vid ndsta

iteration ten ur tre.
print(gissning) . . Lo
print(gissning, "ar ett bra narmevarde Ut‘"dg_“'"‘_a’ och "a"_a_t'°"
till roten ur 2.") En utvidgning av aktiviteten ir att ge eleverna fol-

jande kod och lata dem forsoka lista ut vad pro-
grammet gor. Programmet utnyttjar en liknande
strategi som den foregdende algoritmen. I det hir
programmet fir dock anviandaren gora tvd giss-

Kommentar: Roten ur 2 d4r med 15 decimalers
noggrannhet: 1,414213562373095.

2 gissning = float(input(”Gissa ett varde | ningar: en gissning som ir storre n V2 och en
pa roten ur 3:7)) gissning som 4r mindre 4n V2, och programmet
for n in range(1, 15): anvinder dérefter intervallhalvering for att hitta

nastavarde = (gissning + 3/giss- ett narmevirde till V2.
ning)/2 . . . . .
. g)‘ .. .. print(”"Skriv ett tal som ar storre an
gissning = nastavarde "
. . . roten ur 2.")
print(gissning)

gh = float(input()) #gh star for gissning_hog
print(”"Skriv ett tal som ar mindre an

roten ur 2.")
Kommentar: Roten ur 3 dr med 15 decimalers gl = float(input()) gl stir for gissning_lig

noggrannhet: 1,732050807568877 m= (gh + gl)/2

print(gissning, "ar ett bra narmevarde
till roten ur 3.")

#Den nya uppskattningen m
ar medelvérdet av de tva
gissningarna

for x in range (0, 100):
ifm*m> 2:

3 x = float(input(”Ange det tal x som du
vill dra roten ur:"))
gissning = float(input(”Gissa ett var-

d ° t n gh -
e pa ro en ur x:")) m=(m+ gl)/2
for n in range(1, 15): i
o t . d _ . . + / . prlnt (m)
nés a;;r e = (gissning + x/giss else:
n}ng)‘ . - gl =m
glsszlng = hastavar e m= (m+ gh)/2
print(gissning) print (m)

print(gissning, "ar ett bra narmevarde
till roten ur”, x)
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A Aktivitet
Approximera TT — version 1

I den hir aktiviteten far du skriva program som ger ett nirmevarde till 7.

1 Skriv ett program som slumpar fram 100 punkter i en kvadrat med
sidan 1 Le.

0,84

0,64

044

0,2+

02 04 06 08 1

2 Utveckla programmet sd att det berdknar hur ménga av de slumpade
punkterna i uppgift 1 som hamnar innanfoér den inskrivna kvarts-
cirkeln med radien 1 Le.

0,814

0,6+

044

0,24

02 04 06 08 1

3 Hur stor andel av kvadratens yta ticks av det skuggade omradet?

4 Anvind slutsatsen i uppgift 3 och modifiera ditt program i uppgift 2 sa
att det berdknar ett narmevirde till «.

5 Ungefir hur manga punkter maste du simulera for att fa
a) tva korrekta decimaler pa nt
b) tre korrekta decimaler pa n

Ge svaret i form av en tiopotens.
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A Aktivitet
Approximera TT — version 2

Genom att folja stegen hir nedanfor kan du skriva ett program som ger ett
nirmevirde till 7.

I cirkeln hir nedanfor har vi inskrivit en regelbunden dttahorning.

1 Berikna den inskrivna manghorningens area.

Ténk dig att vi inskriver en regelbunden manghorning med n horn i cirkeln.

2 Skriv en formel for hur arean av manghorningen beror av cirkelns radie
r och antalet horn n.

3 a) Skriv ett ungefirligt uttryck for = genom att jamfora
manghorningens area med cirkelns.

b) Skriv ett program som berédknar uttryckets virde for n =8, ..., 100.

4 Undersok med hjilp av programmet hur mdnga horn manghérningen
ska ha for att du ska fa

a) tre korrekta decimaler pa «t
b) sex korrekt decimaler pa &t

Ge svaret som en tiopotens.
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Aktivitet
Approximera T

Syfte och centralt innehall

Syftet med den hir aktiviteten 4r att eleverna ska
fa anvinda programmering for att uppskatta vir-
det pd konstanten 7. I den forsta aktiviteten far
eleverna uppskatta © genom att slumpa fram
punkter i enhetskvadraten och undersoka hur
mdnga av dem som hamnar innanfor enhetscir-
keln i forsta kvadranten. Det kréver att de har
kunskaper om Pythagoras sats eller cirkelns ekva-
tion. I den andra aktiviteten fir eleverna uppskat-
ta ™ genom att jamfora cirkelns area med arean av
en inskriven ménghorning. Det ér svért att gora
utan kunskaper i trigonometri. Aktiviteterna kan
dérfor vara lampliga att anvidnda i samband med
sannolikhetsldra och trigonometri i Matematik
Origo 1c eller i samband med cirkelns ekvation
och trigonometri i Matematik Origo 3c.

Materiel

Dator med lamplig kompilator (t.ex. IDLE).
Forslag pd kod som presenteras har nedanfor ar
gjord i Python 3.

Lampliga forkunskaper i programmering
Eleverna bor kdnna till hur man upprepar kod
med hjilp av kommandot for.

Genomfdrande

Eftersom aktiviteten inte kriver sa mycket kod,
kan den passa bra for elever som inte har sa stor
erfarenhet av programmering.

e Dela upp eleverna sd att de arbetar tva och tva
med en dator. Uppmana dem att lita den som
kdnner sig minst van vid datorer och program-
mering skdta datorn. Ar bdda lika vana kan de
turas om.

« Pdminn vid behov eleverna om hur man skriver
for-satser, t.ex. genom att tillsammans skriva ett
program som skriver ut de 100 forsta positiva
heltalen:

for n in range (1, 101):
print(n)
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Losning
Approximera T - version 1

1 from random import *
for n in range(1, 101):

x = uniform(Q,1)

y = uniform(@,1) #Slumpar fram en punkt i
intervallet [0, 1] med
koordinaterna (x, y)

print(x,”,", y)

2 from random import *
a=2=90
n in range(1, 101):
uniform(@,1)
= uniform(@,1)
1f xx%2 + yx%2 <= 1:
a=a+1
print(a)

< X
| 1

2

och arean av

. b8
3 Arean av cirkelsektorn ir
kvadraten ir 1. Cirkelsektorns andel av

LT
kvadraten ir alltsd 1

4 Sannolikheten P att en slumpvist vald punkt i
enhetskvadraten ligger innanfor kvartscirkeln

T
ar —, dvs.
ar4 VS
p==

4
n=4-P

Det ger programmet:

from math import =*
from random import *

a==o

for n in range(1, 1000001):
x = uniform(@,1)
y = uniform(@,1)

if xx*x2 + yx*x2 <= 1:
a=a+1
print(4 * a/1000000)

#Skriver ut
approximationen av T

print(pi) #Skriver ut Tt med
15 korrekta decimaler
5a) Cal0’
b) Ca 10’



Aktivitet
Approximera T

Approximera T - version 2
1

Eftersom attahorningen dr regelbunden ar

vinkeln v
360°
=22,5°
16
X sin 22,5° som ger x = rsin 22,5°
,
% = cos 22,5° som ger h = r cos 22,5°

Arean for manghorningen blir
A =n-2 -%: n - 1% sin 22,5° cos 22,5° =
=8-12%-5sin 22,5°- cos 22,5° = 2,83 a.e.

2 Med ett liknande resonemang som i uppgift 1
far vi:
180° 180°

n

A, =n-r’sin cos

Kommentar: Med areasatsen far man

2. sin (360

m=— " 2
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3 a) Eftersom mdnghorningens area narmar sig
cirkelns area, A= 1tr?, dé antalet horn blir
fler, sdtter vi A, = A, vilket ger foljande
approximation av talet 7

180°) . [180°
T=1"Cos - sin

n
Kommentar: Med areasatsen fir man

. 60°

sin
T=Mn- L

2

b) from math import *
for n in range (8, 101):
print(n * cos(pi/n)*sin(pi/n))

#| koden maste vi anvanda talet pi, eftersom komman-
dona cos och sin krdver argument i radianer.

4 a) 102(2-10?)
b) Ca 10*

Utvidgning och variation

Om man vill utvidga uppgiften, kan man lata
eleverna skriva program som approximerar talet
genom att anvinda ndgon av foljande serier

1 1 1 T
l——+=——=+..=—

3 5 7 4
1222 32 4 5 6
Att lyfta fram

I aktiviteten presenterar vi tvd metoder for att
approximera talet ©. Bida metoderna bygger pa
att man redan vet att arean av en cirkel ar 772,
Forsta metoden utnyttjar att forhallandet mellan
arean av kvartscirkeln och arean av enhetskvadra-
ten bor vara detsamma som forhallandet mellan
antalet slumpade punkter som hamnar i kvartsci-
rkeln och det totala antalet slumpade punkter. Att
utnyttja areor for att uppskatta en sannolikhet pa
det hir sittet ingdr normalt inte i ndgon av mate-
matikkurserna och kan dérfor vara virt att forkla-
ra. I den andra metoden blir approximationen
bittre ju fler horn manghorningen har. Det kan ge
tillfalle att lyfta fram begreppet gransvirde.



A Aktivitet
Eratosthenes sall

I den hir aktiviteten fir du skriva ett program som skriver ut alla primtal
fran och med 2 till och med ett tal n.

Den grekiske matematikern Eratosthenes formulerade ca 200 f.Kr. en
algoritm for att hitta primtal. Algoritmen brukar kallas Eratosthenes sall.
Hir presenterar vi en variant av algoritmen:

o Gor en lista med alla heltal frdn och med talet 2 till och med ett tal n.

o Talet 2 dr ett primtal. Ta bort alla tal stérre an 2 som dr delbara med 2
fran listan. Det forsta tal efter talet 2 som inte dr bortplockat ar ett
primtal, p.

e Ta bort alla tal som é&r storre dn p och delbara med p fréan listan.
Det forsta tal efter talet p som inte dr bortplockat ar ett primtal.

» Upprepa foregaende punkt s linge det senaste primtalet du fann &r
mindre dn eller lika med v, dir n dr det storsta talet i din lista. De tal
som sedan finns kvar i listan dr primtalen fran och med 2 till och med #.

1 Utfor algoritmen for hand ndr n = 15.

For smd virden pa n gar algoritmen ldtt att utfora f6r hand, men for en
lang lista av tal blir den snabbt tidsédande. Din uppgift ar att skriva ett
program som utfor Eratostenes sall. Om du vill kan du 16sa problemet

genom att l6sa foljande deluppgifter.

2 Skriv ett program som skapar en lista med alla heltal fran och med 2
till och med 100.

3 a) Skriv ett program som tar bort alla jamna tal storre dn 2 frén listan
som du skapade i uppgift 1. Kom ihag att talet 2 ska vara kvar i
listan eftersom det &r ett primtal.

b) Vilket dr nésta primtal efter talet 2?

4 Anvind Eratosthenes sall och skriv ett program som séllar fram alla
primtal i din lista.

5 Utveckla programmet sd att det sallar fram primtalen i en lista med
heltal frdn och med 2 till och med #, dir n 4r ett heltal som anvindaren
matar in.
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Aktivitet
Eratosthenes sall

Syfte och centralt innehall

Syftet med den hir aktiviteten &r att fordjupa
elevernas kunskaper om primtal genom att skriva
program som utfor algoritmen Eratosthenes sdll.
Samtidigt far eleverna se hur man kan utnyttja
programmering for att underlitta utférandet av
tidsodande berdkningar.

Aktiviteten dr lamplig att anvidnda i samband med
att man arbetar med primtal i Matematik Origo 1c
eller i kapitlet Talteori i Matematik Origo 5.

Materiel

Dator med lamplig kompilator (t.ex. IDLE).
Forslag pa kod som presenteras hir nedanfor ar
gjord i Python 3.

Lampliga forkunskaper i programmering
Eleverna bor kinna till hur man arbetar med
listor, t.ex. hur man lagger till och tar bort
element. De beh6ver ocksa kinna till kommandot
%, som undersoker delbarhet, och hur man
skriver slingor med hjélp av kommandona for
och while.

Genomférande

Hur aktiviteten ska genomforas beror pa elevernas
forkunskaper i programmering. Hér presenteras
ett forslag pa hur aktiviteten kan genomforas for
elever som inte har sd stor erfarenhet av
programmering.

e Dela upp eleverna sa att de arbetar tva och tva
med en dator. Uppmana dem att ldta den som
kanner sig minst van vid datorer och
programmering skota datorn. Ar bdda lika vana
kan de turas om.

 Ga vid behov igenom hur Eratosthenes séll
fungerar, t.ex. genom att 16sa den forsta
deluppgiften tillsammans i klassen. Om eleverna
ar osdkra pd hur man skapar listor, hur man
lagger till eller tar bort element ur listorna och
hur man skriver for-satser, kan man paminna
dem genom att dven l9sa uppgift 2 gemensamt.
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LARAR-
HANDLEDNING

« Nir eleverna arbetar med uppgift 4 har de nytta
av programmen i uppgift 2 och 3. Ett sitt att
l6sa uppgift 4 ér att skriva ett program som
testar delbarhet med i tur och ordning 2, 3,5
och 7. I uppgift 5 diremot behover eleverna
skriva programmet sa att det testar delbarhet
upp till och med primtal mindre én eller lika
med n. Ett tips kan vara att anvinda en
while-sats.

Losning
1 -

2 lista = []

#Skapar en tom lista med
namnet lista

for i in range(2, 101):

lista.append(i) #Lagger till alla heltal fran 2
till och med 100 i listan

print(lista)

3 a) lista = []
for i in range(2, 101):
lista.append(i)

for x in lista: #Om taletxilistan ar storre
an 2 och delbart med 2, tas
det bort.

if x>2and x % 2 == 0:
lista.remove(x)
print(lista)

b) Primtalet efter 2 dr 3.

4 lista = []
for i in range(2, 101):
lista.append(i)
for x in lista:
if x>2and x % 2 == 0:
lista.remove(x)
for x in lista:
if x >3 and x % 3 == 0:
lista.remove(x)
for x in lista:
if x>5and x % 5 == 0:
lista.remove(x)
for x in lista:
if x>7 and x % 7 == 0:
lista.remove(x)
print(lista)



Aktivitet
Eratosthenes sall

5 from math import =

n = int(input("Det har programmet gor

en lista med alla primtal fran 2 till

och med n. Ange n:"))

lista = []

for i in range(2, n + 1):

lista.append(i)

m=0

while listal[m] <= sqrt(n): #Programmet
upprepar féljande
bit kod, sa lange

talet med indexm
i listan ar mindre

anVn

#0Om talet x ar storre an
primtalet med index m och
delbart med primtalet med
index m, tas det bort fran
listan.

if x > lista[m] and x % listal[m]

for x in lista:

lista.remove(x)

m=m+1 #Vi 6kar index m med 1, dvs.
vi upprepar koden med
nasta (prim)tal i listan
print(lista)

Kommentar: For att forsta vad programmet
gor, kan det vara en bra strategi att sjilv utfora
varje steg i programmet for n = 10.
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SIDA 2 AV 2

Att lyfta fram
Nir eleverna har arbetat med uppgift 1, kan man
samla klassen och diskutera:

e Varfor behover man inte ta bort de tal som ir
delbara med 4?

e Varfor ricker det att genomfora algoritmen upp
till och med vn ?

D4 kan eleverna inse att man inte behover
kontrollera delbarhet med 4 eftersom alla tal som
ir delbara med 4 ocksa dr delbara med 2 och
ddrmed tas bort nidr man eliminerar alla tal
delbara med 2.

Anledningen till att det ricker att genomfora
algoritmen upp till och med v, ér att varje
sammansatt tal har minst en faktor mindre dn
eller lika med vn. (Ty om n dr ett sammansatt

tal, n = a - b, kan inte bdde a och b vara storre dn
\m, eftersomdd a-b>vn - vn =n.) Omvi
undersoker delbarhet med alla heltalsfaktorer fran
och med 2 till och med v# utan att hitta nagon,
kan vi alltsd vara sdkra pd att n dr ett primtal.

Utvidgning och variation

Lyft gdrna fram att det i dag finns andra och
effektivare algoritmer for att sortera ut primtal
fran en lista med heltal.



A Aktivitet
Viétes samband

Francois Viete (1540-1603) var en fransk matematiker och jurist, som
bland annat studerade ekvationer. Ett av hans viktigaste bidrag till
algebran dr de sa kallade Vietesambanden.

Vietesambanden

Om x; och x, ér rotter till ekvationen x* + px + q = 0, s3 giller
foljande samband:

X +tx,=—p

X1 X% =49

Om man vill stilla upp en andragradsekvation x* + px + q =0 som har
rotterna, x; och x,, kan man anvinda Vietesambanden for att bestimma
konstanterna p och q.

1 Skriv ett program ddr anvindaren matar in tva rotter till en andragrads-
ekvation och programmet anger motsvarande andragradsekvation i
formen x* + px+ g =0.

2 Andra programmet s3 att ekvationen skrivs i formen x? + px =0, om
g=0ochiformen x*+q=0,omp=0.

3 Testa programmet genom att mata in foljande rétter och anteckna de
andragradsekvationer som programmet ger. Kontrollera att
ekvationerna verkligen har de givna rotterna.

a) x;=1 och x,=2
b) x,=1 och x, =-1

c) x,=—4 och x,=0

4 Ge exempel pé tre andra ekvationer, i formen ax? + bx + ¢ = 0, som har
rotterna

a) x;,=1 och x,=2
b) x,=1 och x,=-1

c) x,=—4 och x,=0

5 Skriv ett program som, nidr man matar in tva rotter, ger exempel pa
10 olika andragradsekvationer, i formen ax* + bx + ¢ = 0, som har de
givna rotterna.
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Aktivitet
Viétes samband

Syfte och centralt innehall

I den hir aktiviteten fir eleverna fordjupa sin for-
staelse av andragradsekvationer genom att arbeta
med sambanden mellan andragradsekvationens
konstanter och dess rotter. Aktiviteten passar bra
ndr man arbetar med kapitlet om andragrads-
ekvationer i Matematik Origo 2c eller i kapitlet
om polynomekvationer i Matematik Origo 3b och
Matematik Origo 3c.

Materiel

Dator med lamplig kompilator (t.ex. IDLE).
Forslag pa kod som presenteras hir nedanfor ar
gjord i Python 3.

Lampliga forkunskaper i programmering
Eleverna bor ha grundliggande kunskaper i pro-
grammering och kidnna till hur man sparar tal i
variabler, hur man upprepar kod med hjilp av
kommandot for och hur man skriver villkorssat-
ser med hjilp av kommandona if, elif och else.

Genomforande

« Det kan vara en god idé att lata eleverna arbeta
tvd och tvd med en dator. Uppmana dem att ldta
den som kénner sig minst van vid datorer och
programmering skota datorn. Ar bada lika vana
kan de turas om.

o Uppmana elever, som har svért att komma i
gang, att anvianda Vietesambanden for att for
hand skapa en ekvation med rotterna x, =3
och x, = 4. Nir de vil forstatt hur Vietesamban-
den kan anvindas, kan sjdlva programmeringen
ta vid. Vill man stotta ytterligare, kan man losa
den forsta uppgiften tillsammans i helklass.

 Uppgift 4 utmanar elevernas begreppsformaga.
Hir behover eleverna inse att man far en ekviva-
lent ekvation genom att multiplicera ekvatio-
nens bdda led med en konstant.

o Avsluta lektionen med en gemensam diskussion.
Se mer under rubriken Att lyfta fram.
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Losning

1 print("Detta program konstruerar en
andragradsekvation utifran dess rot-
ter.")
print("Ange ekvationens rotter (x1 och
x2).")
x1 = float(input("x1:"))
x2 = float(input(”x2:"))
p = -(x1 + x2)

q = x1 * x2
print("Ett exempel pad en ekvation med
rotterna x =",x1,"och x =",x2,"ar

n

XA2”,p, X +n’q’ "n_ 0“)

2 print("Detta program konstruerar en
andragradsekvation utifran dess rot-
ter.")
print("Ange ekvationens rotter (x1 och
x2).")
x1 = float(input(”"x1:"))
x2 = float(input(”x2:"))

p = -(x1 + x2)

q = x1 * x2

if p == 0:
print("Ett exempel pa en ekvation
med rotterna x =",x1,"och x
=" x2,"ar x*2 +" ,q, "= 0")

elif q == 0:

print("Ett exempel pa en ekvation

med rotterna x =",x1,"och x

=" x2,"ar x*2 +" ,p, "x = 0")
else:

print("Ett exempel pa en ekvation

med rotterna x =",x1,"och x

=" x2,"ar x*2 +" |p, "x +" ,q, "=

0")

3a)Tex. x’—3x+2=0
b) Tex. x>—=1=0

c) Tex. x> +4x=0

4 a)Tex. x> +3x-2=0,2x>—6x+4=0
och 3x*-9x+6=0
b) Tex. —x> +1=0, 2x>=2=0 och
>
£ 1_,
373 )
¢) Tex. =x* —4x =0 och x?+2x:0



Aktivitet
Viétes samband

5 print("Detta program konstruerar tio
andragradsekvationer som har samma
rotter."”)
print("Ange ekvationens rotter (x1 och
x2).")
x1 = float(input(”"x1: "))
x2 = float(input(”x2: "))

p = -(x1 + x2)

q = x1 * x2
print("Tio exempel pa ekvationer med
rotterna x = ", x1, "och x =", x2,
"ar:")
for n in range (1, 11):
if p == @:
print(n, "x*2 +" ,n * q, "= 0")
elif q == 0:
print(n, "x*2 +" ;n x p, "x = 0@")
else:
print(n, "x*2 +" n * p, "x +" |n
*q, "= 0")
Att lyfta fram

En av de viktiga insikterna i aktiviteten dr att det
finns odndligt ménga andragradsekvationer som
har samma rotter.

En annan insikt vérd att lyfta fram &r att man av
ekvationens form, x*> + px+ g =0, x>+ px=0
eller x*> + g = 0, kan avgora rotternas natur, t.ex.
om rotterna dr motsatta tal eller om ndgon rot ar
noll.
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Utvidgning och variation

« T uppgift 2 far eleverna anvinda villkorssatser
for att ta hand om fallen niar p =0 och g =0.
I matematik skriver man ju normalt inte ut ter-
mer vars koefficient dr noll: 7x? + 0x—49 =0
skrivs 7x* — 49 = 0. Utvidga eventuellt med att
diskutera hur man kan dndra i programmet sd
att det inte skriver ut x? + —3x + 4 = 0, utan
x> -3x+4=0.

e I den hir aktiviteten har vi valt att lata eleverna
konstruera andragradsekvationer med givna
rotter utifrdn Vietesambanden. Men eleverna
kan édven fa skriva ett program som utnyttjar
faktorsatsen for att stélla upp en andragrads-
ekvation i faktorform. Ett exempel pa en ekva-
tion med rétterna x; =2 och x, =1 ar t.ex.
(x=2)(x=1)=0.

« Insikten att det finns odndligt ménga andra-
gradsekvationer som har samma rétter, kan leda
fram till upptickten att det finns oandligt
mdnga andragradsfunktioner som har samma
nollstillen. Diskutera pd vilket sétt graferna till
funktioner med gemensamma nollstéllen skiljer
sig at.

« Vietesambanden kan generaliseras till poly-
nomekvationer av hogre grad. En utvidgning av
aktiviteten dr ddrfor att lta eleverna undersoka
sambanden for exempelvis tredjegradsekvatio-
ner. En tredjegradsekvation i formen
x> + ax? + bx + ¢ = 0 med rétterna x;, x, och x;
kan enligt faktorsatsen skrivas
(x —x,)(x — x,)(x — x3) = 0. Eleverna kan forenk-
la det faktoriserade uttrycket for att finna
uttryck for konstanterna a, b och c.



Aktivitet
Avstand

1 Tink dig att du slumpar fram tva tal pd tallinjen mellan 0 och 1.

0 0,2 0.4 0,6 0,8 1

Hur stor dr sannolikheten att avstindet mellan talen dr storre 4n 0,52
Uppskatta sannolikheten och skriv sedan ett program som kan besvara
fragestillningen.

2 Tink dig att du slumpvis viljer tvd punkter inom kvadraten i figuren
hir nedanfor.

0,84
0,64
044

0,2+

0 } t t t t
02 04 06 08 1

a) Hur stor dr sannolikheten att avstaindet mellan dessa tvd punkter ar
storre dn 1 l.e.? Uppskatta sannolikheten och skriv sedan ett
program som kan besvara fragestillningen.

b) Tank dig att du slumpar fram tva punkter i en annan rektangel,
med samma area, men med sidlaingderna 0,5 L.e. respektive 2 l.e.
Hur stor dr da sannolikheten att avstindet mellan punkterna ar
storre dn 1 Le.? Uppskatta sannolikheten och skriv sedan ett
program som kan besvara fragestillningen.

3 Tink dig nu att du slumpar fram tvd punkter i en kub med sidan 1 Le.
Hur stor dr sannolikheten att avstandet mellan punkterna &r storre
in1le?
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Aktivitet
Avstand

Syfte och centralt innehall

Den hir aktiviteten syftar till att fordjupa elever-
nas kunskaper om avstdndsberidkningar. Eleverna
far slumpa fram tal i ett intervall, respektive punk-
ter i ett koordinatsystem, och undersoka sannolik-
heten att avstdndet mellan talen/punkterna ar
storre dn ett bestamt tal. I aktiviteten utnyttjar vi
att man kan anvinda relativ frekvens for att upp-
skatta sannolikheten att en hindelse ska intriffa.

Aktiviteten kan anvindas for att introducera eller
behandla avstindsformeln, om man tror att elev-
erna dr vil bekanta med Pythagoras sats.

Materiel

Dator med lamplig kompilator (t.ex. IDLE). For-
slag pé kod som presenteras hir nedanfor ar gjord
i Python 3.

Lampliga forkunskaper i programmering
Eleverna bor kdnna till hur man skriver slingor
(sarskilt for-satser) och hur man kan anvinda
modulen random for att simulera slumpforsok.

Genomforande

Hur aktiviteten ska genomforas beror pa elevernas
forkunskaper i programmering. Hir presenteras
ett forslag pa hur aktiviteten kan genomforas for
elever som inte har ndgon storre erfarenhet av
programmering.

e Dela upp eleverna sé att de arbetar tva och tva
med en dator. Uppmana dem att lita den som
kdnner sig minst van vid datorer och program-
mering skdta datorn. Ar bdda lika vana kan de
turas om.

e Det kan vara lampligt att 16sa den forsta
uppgiften tillsammans med eleverna och
diskutera vad varje steg i koden gor. Ett forslag
pé kod till den forsta uppgiften presenteras hir
nedanfor.
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Losning

1 Sannolikheten idr ca 25 %.
from random import *
antal = 0

n = 100000
for n in range(1, n + 1):

a = uniform(@, 1) #Slumpar fram ett tal
mellan o och 1 och sparar
det ivariabeln a

b = uniform(@, 1) #Slumpar fram ett tal

mellan o och 1 och sparar
detivariabeln b

if (a-b) >0.50r (a -b) <-0.5:
antal = antal + 1
print(”Antal strackor langre an
0.5:",antal)
print("Antal strackor:",n )
print(antal/n)

 Notera att vi har valt att skriva from random
import =* istidllet for import random pd den
forsta raden i programmet. Det har vi gjort
eftersom man dd kan skriva uniform(@, 1) i
stillet for random.uniform(@, 1).

o Kommandot uniform(@, 1) genererar ett deci-
maltal i intervallet [0, 1]. Programmet slumpar
alltsa tva tal pa tallinjen i intervallet och kon-
trollerar om avstandet mellan dem ir storre dn
0,5 Le.

e Om man vill kan man lyfta fram att villkoret
if (a - b) >0.50r (a -b) <-0.5: enk-
lare kan skrivas med absolutbeloppsfunktionen:
if abs(a - b) > 0.5:.D4 mdaste man dock
forst importera modulen math med raden:

from math import =*

« Eleverna kan losa 6vriga uppgifter i aktiviteten
genom att modifiera ovanstdende kod pa limp-
ligt satt.



Aktivitet
Avsténd HANDLEDNING
2 a) Sannolikheten ir ca 2,5 %. 3 Sannolikheten ir ca 9,0 %.
from random import x from random import *
antal = 0 antal = 0
n = 100000 n = 100000
for n in range(1, n + 1): for n in range(1, n + 1):

x_1 = uniform(@, 1) =#Vislumparframen x_1 = uniform(@, 1) #Vislumparframen
punkt med koordi- punkt med koordinaterna
naterna (x_1,y_1) (x21,y-1,221)

y_1 = uniform(@, 1) y_1 = uniform(@, 1)

X_2 = uniform(@, 1) #Vislumparframen z_1 = uniform(@, 1)

E;Itnekrtn??f l;O;;cm“)' x_2 = uniform(@, 1) #Vislumpar fram en
—= )= punkt med koordinaterna

y_2 = uniform(@, 1) (x_2,y_2,2_2)

if ((xZ1 - x_2)**2 + (y_1 - y_2 = uniform(@, 1)

y_2)**x2)*%@.5 > 1: z_2 = uniform(@, 1)

antal = antal + 1 if ((xZ1 = x_2)*%2 + (y_1 - y_2)**2
print("Antal strackor storre an + (z_1 - z_2)**2)**0.5 > 1:
1:",antal) antal = antal + 1
print("Antal strackor:",n ) print("Antal strackor storre an
print(antal/n) 1:",antal)

b) Sannolikheten ir ca 26 %. print("Antal strackor:",n )
from random import =* print(antal/n)
antal = 0 Att lyfta fram
n = 100000 I aktiviteten far eleverna mojlighet att pa egen
for n in range(1, n + 1): hand uppticka att avstindsformeln &r en tillimp-

x_1 = uniform(@, 0.5) ning av Pythagoras sats, dir man anvinder koor-

y_1 = uniform(e, 2) dinater for att berikna kateternas sidlingder. Det

x_2 = uniform(@, 0.5) kan kriva lite algebraisk firdighet att hirleda ett

y_2 = uniform(e, 2) korrekt uttryck for avstdndet mellan tva punkter i

if ((x21 = x_2)*%2 + (y_1 - rummet. Stotta girna med foljande figur.
y_2)*x*x2)*%@.5 > 1: :
antal = antal + 1
print("Antal strackor storre an
1:",antal)
print("Antal strackor:",n )
print(antal/n)

Utvidgning och variation
Om man vill kan man utvidga aktiviteten med
foljande problem:

Om du har ett sugror med en viss lingd och slump-
vis viljer tvd punkter lings sugroret, vad dr dd
sannolikheten att sugroret kan vikas till en triangel
dir hornen ligger i de slumpade punkterna?
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A Aktivitet
Antal punkter pa cirkeln

I den hir aktiviteten fir du undersoka egenskaper hos cirklar genom att
utfora berdkningar med hjilp av ett datorprogram.

1 Skriv ett program som skriver ut koordinaterna for alla punkter med
heltalskoordinater som finns i koordinatsystemet hir nedanfor.

y

2 a) Skriv ett program som skriver ut koordinaterna for de punkter i
uppgift 1 som ligger pa cirkeln med medelpunkt i origo och
radien 3 lLe.

Kontrollera att programmet fungerar genom att for hand
ta reda pa vilka av punkterna i uppgift 1 som ligger pa cirkeln.

b) Andra programmet sg att det skriver ut antalet punkter med
heltalskoordinater som ligger pa cirkeln.

3 Tank dig att vi ritar fler cirklar i koordinatsystemet. Var och en av
cirklarna har medelpunkt i origo och en heltalsradie mellan 1 l.e. och
30 l.e. Vilken av cirklarna har flest punkter med heltalskoordinater?
Hur manga punkter med heltalskoordinater har den cirkeln?
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Aktivitet
Antal punkter pa cirkeln

Syfte och centralt innehall

I den hir aktiviteten fir eleverna undersoka egen-
skaper hos cirklar med hjilp av programmering.
Samtidigt far de se hur man med programmering
kan utfora ett stort antal berakningar och pd sa
satt undersoka ndgot man dr nyfiken pa.
Aktiviteten dr lamplig att anvanda i Matematik
Origo 3¢ i samband med avsnittet om cirkelns
ekvation.

Materiel

Dator med lamplig kompilator (t.ex. IDLE).
Forslag pa kod som presenteras hir nedanfor ar
gjord i Python 3.

Lampliga forkunskaper i programmering
Eleverna bor kinna till hur man skriver slingor
och nistlade slingor (sdrskilt for-satser).

Genomférande

Hur aktiviteten kan genomforas beror pa
elevernas forkunskaper i programmering.

Hir presenteras ett forslag pa hur aktiviteten kan
genomforas for elever som inte har s stor
erfarenhet av programmering.

e Dela upp eleverna sd att de arbetar tva och tva
med en dator. Uppmana dem att lita den som
kdnner sig minst van vid datorer och program-
mering skdta datorn. Ar bdda lika vana kan de
turas om.

e Det kan vara bra att paminna eleverna om hur
man skriver for-satser och ndstlade for-satser,
t.ex. genom att tillsammans ga igenom losning-
en till den forsta deluppgiften.

Losning
1 for a in range(-3, 4):
for b in range (-3, 4):
print (” ”’ a s H’ll, b’ II)II)
Kommentar: Vi har valt att bara skriva ut

punkterna med heltalskoordinater i
intervallet [-3, 3].
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LARAR-
HANDLEDNING

2a)r =3
for a in range(-r**2, rxx2 + 1):
for b in range (-r**2, rxx2 + 1):

if ax*x2 + b*x*2 == r*xx*2:
print (” ”, a , ”’”, b, H) ér
en punkt pad cirkeln.")
b)r =3
antal = 0

for a in range(-r**2, rx*2 + 1):
for b in range (-r*x*2, rxx2 + 1):
if a**2 + bx*2 == r*x*2:
antal = antal + 1
print(”"Det finns”, antal, "punkter
med heltalskoordinater pad cirkeln
med radien”, r, "l.e.")

Svar: Det finns 4 punkter med heltalskoor-
dinater pa cirkeln med radien 3 och medel-
punkt i origo.

3 for r in range(1, 31):
antal = @
for a in range(-r**2, rxx2 + 1):
for b in range (-rxx2, r*%x2 + 1):
if a**2 + b**2 == r*%2:
antal= antal + 1
print("Det finns"”, antal, "punkter
med heltalskoordinater pa& cirkeln
med radien”, r)

Svar: Cirkeln med radien 25 l.e. har flest
punkter med heltalskoordinater (20 st).

Att lyfta fram

Lyft gdrna fram att undersokningar, dir man
strukturerat utfor en stor mangd berakningar, i
stort sett dr omojliga att genomfora for hand, men
relativt snabbt kan genomforas med ett vilskrivet
och genomtinkt program. Resultatet som
programmet ger kan sedan leda till nya matema-
tiska insikter och fragestillningar. Diskutera gidrna
med eleverna vilka fragor resultatet vicker hos
dem. Man kan t.ex. fraga sig varfor antalet punk-
ter med heltalskoordinater pa cirklarna alltid ar
delbart med 4 och om det finns ndgon formel som
kan forutsiga antalet punkter med heltalskoordi-
nater pa en cirkel med radien r le.



Aktivitet
Sinussatsen

SIDA1AV2

I den hir aktiviteten fir du skriva program som beriknar okinda sidor
och vinklar i trianglar.

Sinussatsen

I en triangel med vinklarna A, B, C och de motstdende sidorna
a, b, c giller sambandet

B
sinA _sinB_sinC
a b c a c
eller
a b c c A

sinA sinB sinC

1 Anvind sinussatsen for att berdkna lingden av sidan b i figuren.

c
(cm)

b 8,0

40° 82°

2 Det finns olika enheter for att mita vinklar. Programspraket Python
. o . " T . "
anviander vinkelmattet radianer, dir 1° = T80 radianer. Det hir
programmet skriver ut virdet av sin v for en vinkel v angiven i
radianer.

from math import =*
v = float(input(”"Ange en vinkel i radianer:"))
print(sin(v))

Andra i programmet s att det skriver ut sinus for en vinkel som &r
given i grader.

Tips! Talet Tt skrivs pi i Python 3.

3 Skriv ett program som berdknar lingden av sidan b i figuren hir
ovanfor.

4 a) Utveckla programmet sa att det berdknar sidan b, om anvindaren
matar in vinklarna A och B samt lingden av sidan a for en triangel
som den i figuren hir nedanfor.

C

A B

b) Matain B =90° A =45° a=1 iprogrammet och kontrollera att
det ger samma svar som ndr du bestimmer lingden av sidan b for
hand.
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Aktivitet

Sinussatsen
I den hir delen av aktiviteten fir du anvinda sinussatsen for att berdkna
storleken av okdnda vinklar i en triangel.

5 Anvind sinussatsen for att beridkna vinkeln B i figuren hir nedanfor. Den inversa sinusfunktionen
Observera att figuren dr en principskiss och att det finns tva mojliga sin” skrivs asin() i Python 3.
virden pé vinkeln B utifran informationen i figuren.

c
(cm)
7.0 5.0
30°
A B

6 Skriv ett program som lgser uppgift 5.

7 Utveckla programmet sd det berdknar triangelns samtliga vinklar om
man matar in lingden av sidorna a och b samt vinkeln A for en
triangel som den i figuren hir nedanfor.

c

8 Beroende pa storleken av vinkel A och lingden av sidorna a och b, finns
det ingen, en eller tva trianglar som uppfyller villkoren i figuren hir
ovanfor. Du ska fa anvinda ditt program for att undersoka nir det inte
finns ndgon triangel som uppfyller villkoren.

* Vilj en spetsig vinkel A och variera lingden av sidorna a och b.
Nir finns det ingen triangel som uppfyller villkoren?

+ Vilj en trubbig vinkel A och variera lingden av sidorna a och b.
Nir finns det ingen triangel som uppfyller villkoren?
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Aktivitet
Sinussatsen

Syfte och centralt innehall

Den hir aktiviteten syftar till att fordjupa elever-
nas forstaelse av sinussatsen. I aktiviteten far
eleverna forst for hand bestimma okinda sidor
och vinklar i trianglar och dérefter skriva program
som loser samma uppgift. Eleverna far sedan
utveckla sitt program sd att det kan anvédndas for
att berdkna okinda sidor och vinklar i godtyckliga
trianglar. Pa sa sdtt skaffar sig eleverna ett verktyg
for att undersoka nidr det finns ingen, en eller tva
trianglar som uppfyller givna villkor.

Aktiviteten passar bra i avsnittet om triangelsat-
serna i Matematik Origo 3c. Uppgift 2, dir elever-
na far skriva ett program for att berdkna sin v for
en vinkel v som dr angiven i grader, kan dven
anvdndas vid arbetet med radianer i Matematik
Origo 4.

Materiel

Dator med lamplig kompilator (t.ex. IDLE).
Forslag pd kod som presenteras hir nedanfor ar
gjord i Python 3.

Lampliga forkunskaper i programmering
Eleverna bor ha grundliaggande kunskaper i pro-
grammering, t.ex. kdnna till hur man avrundar tal
till lampligt antal decimaler och hur man sparar
tal i variabler. I aktiviteten visar vi hur trigonome-
triska funktioner som sin x och sin! y fungerar i
Python 3.

Genomfdrande

e Det kan vara en god idé att ldta eleverna arbeta
tvd och tvd med en dator. Uppmana dem att ldta
den som kidnner sig minst van vid datorer och
programmering skéta datorn. Ar bdda lika vana
kan de turas om.

« Aktiviteten dr uppdelad pa tva sidor. Det gor det
mojligt att arbeta med de tvd sidorna vid olika
tillfallen eller vilja att bara jobba med aktivite-
tens ena del. Om man viljer att arbeta med akti-
viteten i sin helhet kan det vara klokt att ha en
gemensam uppsamling efter att klassen har job-
bat med den forsta delen, dvs. efter uppgift 1-4.

e Om eleverna inte dr sa vana vid programmering
kan man stotta dem genom att skriva program-
met i uppgift 3 tillsammans i helklass.
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LARAR-
HANDLEDNING

« En svérighet i uppgift 8 4r att vilja lingden av
sidorna a och b pé ett strukturerat sitt. Har ar
det ju inte de absoluta lingderna av a och b som
ar intressanta, utan snarare hur langderna a och
b forhaller sig till varandra. Ett tips till eleverna
kan vara att undersoka fallen a <b, a=>b och
a<hb.

e Avsluta lektionen med en gemensam diskussion.
Se mer under rubriken Att lyfta fram.

Losning
1b=12cm

2 from math import *
v = float(input(”"Ange en vinkel i gra-
der:"))
print(sin(v * pi/180))

3 from math import *

a=28
A = 40
B = 82

sin_A = sin(A * pi/180)

sin_B = sin(B * pi/180)

b =a * sin_B/sin_A
print(”"Den sokta sidan ar ca”,

round(b, @), "cm.") #Kommandot round()
avrundar hdr svaret
till heltal

4 a) from math import *
A = float(input("Ange storleken av

vinkel A:"))
B = float(input("Ange storleken av
vinkel B:"))

a = float(input("Ange langden av
sidan a:"))

sin_A = sin(A * pi/180)

sin_B = sin(B * pi/180)

b =a * sin_B/sin_A
print(”"Langden av sidan b ar ca”,

round(b, 2), "l.e."”) #Kommandot
round() avrundar har
svaret till tva
decimaler

b) Om programmet fungerar ger det svaret
b=12 =141Le.

5 AB=44° och AB=136°



A Aktivitet
Sinussatsen

LARAR-
HANDLEDNING

6 from math import *

a=>5
b =7
A = 30

sin_A = sin(A * pi/180)
sin_B = b * sin_A/a

B = asin(sin_B)  #Kommandot asin() &r den
inversa sinusfunktionen

B =B * 180/pi #Vi omvandlar vinkeln B till
grader

if B - A> 0:

print("Den sokta vinkeln ar ca”
,round (B, @), "grader eller”,

round(180 - B, @), "grader.")
#0mC=180-A-(180-B)=B-A>0
finns det tva mojliga varden pa vinkel B

else:
print(”"Den sokta vinkeln ar ca”
,round (B, @), "grader.")

7 from math import *
a = float(input(”"Ange langden av sida
a:"))
b = float(input("Ange langden av sida
b:"))
A = float(input("Ange storleken av
vinkel A:"))
sin_A = sin(A * pi/180)
sin_.B = b * sin_A/a

B = asin(sin_B)
B =B * 180/pi
C=180 - A-B
if B-A>0:

print("Triangelns vinklar ar ca" ,A,
"grader,” ,round(B, @), "grader och”
,round(C, @), "grader eller”, A,
"grader,” ,round(180 - B, @), "grad-
er och” ,round(B - A, @), "grader.")
else:
print("Triangelns vinklar ar ca,”
,A, "grader,” ,round(B, @), "grader
och” ,round(C, @), "grader.")

8 + Om vinkel A ir spetsig och a <b - sin A finns

det ingen triangel som uppfyller villkoren.

+ Om vinkel A édr trubbig och a < b finns det
ingen triangel som uppfyller villkoren.
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Att lyfta fram

Eftersom syftet med aktiviteten &r att eleverna ska
utveckla en fordjupad forstaelse av sinussatsen
och fa insikt om vilka métt pa sidor och vinklar
som ger faktiska trianglar, bor aktiviteten avslutas
med en ldrarledd diskussion i helklass.

« Det kan vara intressant att diskutera varfor det
bara finns en mojlig langd av sidan b i uppgift 1,
men ddremot tva mojliga vinklar B i uppgift 5.
En del av forklaringen ligger i kongruensfallen
for trianglar. Eftersom vinkel C i uppgift 1 kan
bestimmas med triangelns vinkelsumma, ér tri-
angeln faktiskt entydigt bestimd enligt kongru-
ensfallet VSV. Triangeln i uppgift 5 uppfyller
dock inte ndgot av kongruensfallen SSS, VSV
eller SVS. Dirfor kan det finnas flera trianglar
som uppfyller villkoren.

« Diskutera i vilka fall den inmatade informatio-
nen i uppgift 6 och 7 ger tvd mojliga trianglar.
Problemet kan omformuleras till i vilka fall som
den andra mojliga vinkeln
B, = 180 — B, ger rimliga virden pa triangelns
tredje vinkel, C,. Vi far

C,=180—A—B,=180—A—(180—B,) =B, - A

Salange B, — A > 0, sa finns det alltsa tvd mojli-
ga trianglar med var sin uppsdttning vinklar:

A, B,,C,och A, B,, C,

Diskutera med eleverna hur man kan formulera
programmet, sa att det bara skriver ut tvé 19s-
ningar i de fall da tva 16sningar existerar.

« Sammanfatta elevernas slutsatser i uppgift 8.
Undersok om de har kommit fram till att:

e Om vinkel A ir spetsigoch a<b -sin A
finns det ingen triangel som uppfyller
villkoren.

e Om vinkel A dr trubbig och a < b finns det
ingen triangel som uppfyller villkoren.



Aktivitet LARAR-
Sinussatsen

HANDLEDNING

Utvidgning och variation Vinkel A &r trubbig eller rit
Aktiviteten kan utvidgas till att reda ut i vilka fall ® Ny Fall 6: 0 < b, Ingen Iosning, Sidan o 3r
man fir ingen, en eller tvd mojliga trianglar i upp- AN for kort for att na triangelns bas.
gift 8. Foljande bilder kan dé vara ett stod: A
c —
H = : a . Fall 7:a = b. Ingen |6sning. Sidan a dr
Vinkel A &r spetsig @ b : Z 4 for kort for att na triangelns bas.

Fall1: a < b. Ingen l&sning.
Sidan a &r for kort for att

C
na triangelns bas. a Fall 8:a > b. En lésning. Sidan a
b moter basen i en punkt.

Fall 2: a < b. Enl6sning. A-B

Sidan g dr precis sa lang

att den (vinkelratt) nar
triangelns bas.

Fall 3: a < b. Tva I6sningar.
Sidan g kan méta
triangelns bas pa tva satt.

Fall4:a =b. Enlésning.
Triangeln blir likbent.

Fall 5:a > b. En lésning.
Sidan a moter basen i en punkt.
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A Aktivitet
Buffons nalproblem

Ténk dig att du har ett odndligt stort vitt papper med parallella linjer
framfor dig. Det dr lika stort avstind mellan varje par av linjer.

A

Du sldpper en nal pd pappret. Hur stor dr sannolikheten att nalen landar
sd att den skir (traffar) ndgon av de parallella linjerna? I den hir uppgiften
far du undersoka hur sannolikheten beror av nélens lingd L l.e. och
avstdndet mellan linjerna a l.e.

Du kan borja din undersokning sd hir:

1 Skriv ett program som undersoker sannolikheten att nalen triffar en
linje nér ndlen dr lika lang som avstdndet mellan linjerna, dvs. om
a = L. Simulera 1 000 000 kast med nélen.

2 Fundera: Hur beror sannolikheten att nalen tréffar en linje pd nélens
langd?

3 Undersok sannolikheten att nalen tréffar en linje nédr nalen ar kortare dn
avstandet mellan linjerna, genom att skriva ett program som simulerar
experimentet nir nalens langd ar

a) halften av avstindet mellan linjerna, L =

SN

b) en fjardedel av avstindet mellan linjerna, L = %

Simulera 1 000 000 kast med nélen.

4 Jamfor resultaten i de simuleringar som du har gjort hittills.
Vilka slutsatser kan du dra av dina undersokningar?

5 Skriv ett program som undersoker sannolikheten for att ndlen triffar
en linje om nalen &r lingre dn avstaindet mellan linjerna. Borja med
fallet da L = 2a. Simulera 1 000 000 kast med nalen. Vilka slutsatser
kan du dra av din undersokning?
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Aktivitet
Buffons nalproblem

Syfte och centralt innehall

I den hir aktiviteten fir eleverna anvinda
programmering for att undersoéka Buffons
nalproblem. Det klassiska problemet gér ut pd att
uppskatta sannolikheten att en ndl skir ndgon
linje, om man sldpper den pa ett vitt papper med
ekvidistanta parallella linjer. Problemet har fatt
sitt namn efter fransmannen Georges-Louis
Leclerc de Buffon (1707-1788).

Det racker att slumpa tva parametrar, namligen
var ndlens mittpunkt kommer att hamna och vin-
keln som nalen kommer att vrida sig i forhéllande
till de parallella linjerna. Uppgiften kraver att

eleverna kan utfora grundlidggande trigonometris-

ka berdkningar (trigonometri i ratvinkliga triang-
lar). Dérfor kan aktiviteten vara lamplig att
anvianda i samband med sannolikhetsldra och
trigonometri i Matematik Origo 1c, i trigono-
metrikapitlet i Matematik Origo 3c eller i trigono-
metrikapitlet i Matematik Origo 4.

Eftersom Python 3 anvinder radianer som vinkel-
matt dr det en fordel om eleverna ar bekanta med
radianer. Detta dr dock ingen nddviandighet om
man visar dem hur man omvandlar mellan grader
och radianer.

Materiel
Dator med lamplig kompilator (t.ex. IDLE). For-
slag pé kod som presenteras dr gjord i Python 3.

Lampliga forkunskaper i programmering
Eleverna bor ha grundliggande kunskaper i pro-
grammering, kidnna till hur man importerar och
anvander modulen random samt hur man skriver
slingor (sdrskilt for-satser).
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LARAR-
HANDLEDNING

Genomférande

Hur aktiviteten ska genomforas beror pa elevernas
forkunskaper i programmering. Hér presenteras
ett forslag pa hur aktiviteten kan genomforas for
elever som inte har sd stor erfarenhet av
programmering.

e Introducera girna aktiviteten genom att demon-
strera problemet for eleverna. Utfor ett antal
forsok tillsammans i klassen, dér du sldpper en
riktig nal pd ett papper med parallella linjer.

e Det kan krivas lite ledning for att eleverna ska
komma fram till att det 4r ndlens mittpunkt och
vridningsvinkeln som &r lampliga att anvinda
som parametrar for att bestimma nélens ldge.
Ga eventuellt igenom detta tillsammans, efter
att eleverna sjélva fatt fundera en stund. I
samband med det kan det ocksd vara lampligt
att visa hur man omvandlar fran grader till
radianer, eftersom de trigonometriska
funktionerna i Python 3 anviander radianer
som vinkelmatt.

« Dela upp eleverna sd att de arbetar tva och tva
med en dator. Uppmana dem att lita den som
kdnner sig minst van vid datorer och program-
mering skota datorn. Ar bdda lika vana kan de
turas om.

 Det kan vara lampligt att gd igenom den forsta
uppgiften tillsammans med eleverna i helklass
och diskutera vad varje steg i koden gor. Ett for-
slag pa kod till den forsta uppgiften presenteras
hir nedanfor.



A Aktivitet
Buffons nalproblem

LARAR-
HANDLEDNING

Losning Man kan teoretiskt visa att den sokta sanno-

1 Vi slumpar fram ndlens position genom att likheten ér

slumpa fram tva parametrar:

1. Var ndlens mittpunkt befinner sig i hojdled
i forhéllande till de parallella linjerna
(0<y<a)

2. Nalens vridning kring mittpunkten
(0<v<90°)

"

Med hjilp av dessa parametrar kan man
bestimma hojden h i figuren med hjilp av
trigonometri

iny=n
S v = I

2

h:%-sinv

Om y+ h=a ellerom y—h <0, kommer
ndlen att skdra ndgon av de parallella linjerna.
Vi skriver nu ett program som simulerar
slumpforsoket med nélen.

from math import =*
from random import =*

antal = 0

n = 1000000

a=1

L =a

for n in range(1, n + 1):

y = uniform(@, a) #Vi slumpar fram
y-koordinaten for
nalens mittpunkt som
ett tal mellan o och a

v = uniform(@, pi/2) #Vislumparframen
vinkel i radianer mellan
o och /2.

h = sin(v) * L/2

if (y + h) >>aor (y - h) <= 0:
antal = antal + 1
print("Antal ganger nalen traffar
nagon linje:", antal)
print("Antal kast:",n )
print("Relativ frekvens:",antal/n)
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P(skdra ndgon linje) = % ,L<a

I det undersokta fallet L = a bor vi alltsd i
simuleringen f&

P(skira ndgon linje) = % ~0,636...
Kommentar: De trigonometriska funktionerna

i Python 3 kréver att vinkelns anges i radianer.
Dirfor slumpar vi i programmet hir ovanfor

fram en vinkel mellan 0 och g . Man kan

ocksa vilja att slumpa fram en vinkel v mellan

0° och 90° och sedan omvandla denna vinkel

. . T
till rad TV
ill radianer: v - -2

Sannolikheten att nalen tréffar linjen minskar
nér nalens lingd minskar.

a) Ersdtt L = a ikoden ovanmed L = a/2.

Teoretiskt bor vi i simuleringen fa resultatet
.. 1
P(skira nagon linje) = — = 0,318...
n

b) Ersitt L = a ikoden ovanmed L = a/4.

Teoretiskt bor vi i simuleringen fa resultatet

P(skdra nagon linje) = ﬁ =~ 0,159...

4 Man kan t.ex. se att sannolikheten att ndlen

traffar linjen halveras nir nalens lingd halve-
ras. Det kan leda till slutsatsen att den sokta

. . L
sannolikheten dr proportionell mot - med

proportionalitetskonstanten 2 0,636...
T

Ersitt L = a ikodenovanmed L = 2 * a.
Med programmet far vi att den sokta sanno-

likheten dr ca 83,7 %. Sannolikheten att nalen
traffar linjen dr inte lingre proportionell mot

forhallandet L , ndr nalen dr lingre dn
a

avstandet mellan linjerna.

Kommentar: Man kan teoretiskt visa att san-
nolikheten i fallet d4 L > a bestims av
uttrycket

2 (a 2 L( a\2
. -+ == ]__ 1_(_)
T €08 (L) T a ( L




Aktivitet
Buffons nalproblem

Med L =2a fir vi:

ol
=. S|+ = [1-97]~0837
COS B - 4

T

Att lyfta fram

Formodligen dr det inte enkelt for eleverna att
forsta vilken matematisk modell de bor vilja for
att 16sa problemet. Hér kan man behova stotta,
t.ex. genom att tipsa om att ndlens ldge kan
modelleras med laget for dess mittpunkt och dess
vinkel i forhallande till de parallella linjerna. (Se
l6sningen till Uppgift 1). Det kan virt att
diskutera med eleverna att det racker att betrakta
endast tva parallella linjer och att nalens lage i
x-led inte dr intressant.

Det kan vara givande att nimna att de sokta san-
nolikheterna kan beriknas teoretiskt och att de
alla kommer att innehalla talet =. Med hjélp av
simuleringar av Buffons nalproblem kan man allt-
s uppskatta ett virde pa =.
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LARAR-
HANDLEDNING

SIDA 3 AV 3

Utvidgning och variation

Om man vill utvidga uppgiften, kan man lita
eleverna anvinda problemet for att uppskatta ett
virde pd talet n. DA utnyttjar man att den

. . 2L
teoretiska sannolikheten ges av — nir L <a.
an

Genom att kora simuleringen, far man ett nirme-
virde till denna sannolikhet, och kan pa sé sitt
bestimma ett nairmevirde till n.

Om problemet anvidnds i kurs 4 eller kurs 5, kan
man resonera sig fram till de sokta sannolikheter-
na och beridkna dem med hjilp av integraler. Men
det kriver att man kan integrera de inversa trigo-
nometriska funktionerna. En hirledning gar att
finna pd nitet om man soker pd Buffons nal-
problem.



A Aktivitet

Geometrisk talfoljd och geometrisk summa
_________d

Programmet hir nedanfor berdknar det n:te elementet i en geometrisk

talfoljd.

n = int(input(”"Ange elementets index n:"))

print("Elementet med index"”, n, "i talfoljden ar”, 5 % 2xx(n - 1))

1 Ange talfoljdens

a) forsta element
b) kvot

2 Andraiprogrammet sg att det skriver ut det n:te elementet i den
geometriska talfoljden

1 1 1

1) B A A e
3°9° 27

3 Andra programmet som du skrev i uppgift 2, s att det skriver ut de
a) 100 forsta elementen i talfljden

b) m forsta elementen i talfoljden, ddr anvindaren matar in talet m

Om man adderar elementen i en geometrisk talf6ljd, fair man en
geometrisk summa.

4 Skriv ett program som adderar de m forsta termerna i den geometriska

summan
I
39 27 77

5 Undersok virdet av den geometriska summan i uppgift 4 for
m = 10, 20, 30, 40, ...

a) Vilken slutsats drar du?

b) Bevisa din slutsats.
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Aktivitet

Geometrisk talfoljd och geometrisk summa

Syfte och centralt innehall

Den hir aktiviteten syftar till att fordjupa
elevernas kunskaper om programmering,
geometriska talf6ljder och summor. Aktiviteten dr
limplig att genomfora i samband med kapitlet
Geometrisk summa i Matematik Origo 3b eller i
kapitlet Talteori i Matematik Origo 5.

For att aktiviteten ska vara lamplig att anvinda i
Matematik Origo 3b, dér eleverna inte tidigare har
arbetat med programmering som problemlds-
ningsverktyg i gymnasieskolan, har vi valt att
presentera ett fardigt program som eleverna far
modifiera och bygga vidare pa.

Materiel

Dator med lamplig kompilator (t.ex. IDLE).
Forslag pa kod som presenteras hir nedanfor ar
gjord i Python 3.

Lampliga forkunskaper i programmering

Det idr en fordel om eleverna dr bekanta med
kommandona print och input() och att de kin-
ner till hur man skriver for-satser.

Genomférande

Hur aktiviteten ska genomforas beror pa elevernas
forkunskaper i programmering. Hér presenteras
ett forslag pa hur aktiviteten kan genomforas for
elever som inte har sa stor erfarenhet av program-
mering.

» Gé igenom koden som presenteras i aktivitetens
inledning och diskutera vad varje rad i koden
gor. Forklara kommandona print(), input()
och int() och betydelsen av tecken som citat-
tecken och kommatecken. Kor koden och disku-
tera den forsta uppgiften.

« Lat eleverna arbeta med aktiviteten tva och tva
med en dator. Uppmana dem att lata den som
kdnner sig minst van vid datorer och program-
mering skdta datorn. Ar bdda lika vana kan de
turas om.

o Nir eleverna loser uppgift 3 behover de anvinda
sig av en for-sats. Ga vid behov gemensamt
igenom hur man anvinder for-satser for att
upprepa kod.
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LARAR-
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Losning
la)s
b) 2

2 Andra uttrycket 5 * 2xx(n - 1) pdsista
raden i programmet till 1 * (1/3)*x(n - 1).

3 a) for n in range (1, 101):

print("Element”, n, "ar”, 1 %
(1/3)**(n - 1))
b) m = int(input("Ange m:"))
for n in range (1, m + 1):
print("Element”, n, "ar”, 1 %
(1/3)**(n - 1))

4 Tex
m = int(input("Ange m:"))
summa = 0

for n in range (1, m + 1):
summa = summa + 1 * (1/3)**(n - 1)
print(summa)
Eller med listor:
m = int(input(”"Ange m:"))
lista = []
for n in range (1, m + 1):
lista.append(1 * (1/3)**(n - 1))
print(sum(lista))

5 a) Summan verkar konvergera mot 1,5.

b) Med formeln for geometrisk summa far vi:

1m
1(1_ 5)) 3( (1)’") 3
—2 =z l-|Z] |>=
L 2 3 2
3
nar m — o



Aktivitet

Geometrisk talfoljd och geometrisk summa

Att lyfta fram

Aktiviteten ger mojlighet att introducera och
befista programmeringskommandon som
print(), input(), int() och for-satser.

Den geometriska summan i uppgift 5 narmar sig
3/2 nér antalet termer Okar. Att serien konvergerar
mot 3/2 kan eleverna bevisa med formeln for
geometrisk summa och ett gransvirdesresone-
mang. Det dr virt att lyfta fram att programmet
ger resultatet 1,5 redan for m = 40, men att serien
i verkligheten aldrig nar 1,5. Att programmet dnda
ger svaret 1,5, beror pd att det utfor berdkningar-
na med begransad noggrannhet.

Aktiviteten dr ett exempel pa hur programmering
kan anvidndas for att gora hypoteser som sedan
bevisas matematiskt.
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SIDA 2 AV 2

Utvidgning och variation

Elever som behover extra utmaning kan fa anvin-
da programmering for att undersoka konver-
gensen av andra serier, t.ex.

1 1 1
l+-+=+=+...
2 4 8

1 1 1
l+-+-+—+...
2 3 4

+ ...

-1
2

| —
o | —

Ett sdtt att gora en sddan undersokning ar att lata
eleverna skriva program dédr anvindaren matar in
den geometriska summans forsta element, kvot
och antal termer, och programmet beriknar den
geometriska summans varde.

Eleverna kan ocksd anvinda programmering for
att berdkna element i aritmetiska talf6ljder, eller i
talfoljder som varken dr geometriska eller aritme-
tiska, t.ex. Fibonaccis talfoljd.

Aktiviteten kan dven utvidgas till att 16sa problem
relaterade till annuitetslan. (Se aktiviteten Olika
typer av lin)



Aktivitet
Olika typer av lan

A

Celine har lanat 230 000 kronor for att kopa en bil till rintesatsen 3,4 %.
Hon vill betala tillbaka lanet med tio lika stora annuiteter under 10 &r,
med start efter ett ar.

o Foto: Shutterstock
Annuitetslan

Ett annuitetslan betalas tillbaka med ett lika stort belopp vid
varje aterbetalningstillfille tills lanet dr aterbetalt. Beloppet
kallas annuitet och bestar av bdde ranta och amortering.

1 Hur stor ska varje annuitet vara? Los uppgiften med en ekvation.
Ta hjilp av bilden hir nedanfor.

Ar L1 2 | 3 | 45 6 17 8 | 9 | 1U| Totalt

tn
x i  x1,034°
x ¢ x-1,034%

Forsta inbetal-

ningen efter 1 ar Sista inbetalningen X x

X+ ... +x1,034°
230000 - 1,034

Lanebelopp med
. . . ranta pardntaiio ar.
2 Skriv ett program som lgser uppgiften.

3 Andra programmet s att Celine kan mata in
* belopp
* rdntesats
¢ antal ar (annuiteter)

och fa reda pd hur stor varje annuitet blir.

4 Celine funderar pa om hon i stillet ska vilja rak amortering. Dé betalar
hon ett fast belopp i amortering varje ar och 3,4 % i ranta per ar pa
den kvarvarande skulden. Amorteringen ar alltsd konstant, medan
rantekostnaderna sjunker varje ar i takt med att skulden minskar.
Undersok med programmering hur mycket det skiljer i fotal kostnad
om Celine viljer rak amortering i stéllet for annuitetsldn och ldnet
avbetalas pa 10 ar.
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Aktivitet
Olika typer av lan

Syfte och centralt innehall

I den hir aktiviteten fir eleverna anvinda
programmering for att berdkna storleken av
annuiteten vid annuitetslan. De far ocksa utnyttja
programmering for att jamfora annuitetslan med
rak amortering. Aktiviteten dr lamplig att
genomfora i samband med avsnittet Olika typer av
lan i Matematik Origo lc, kapitlet Geometrisk
summa 1 Matematik Origo 3b eller i kapitlet
Talteori 1 Matematik Origo 5.

Materiel

Dator med lamplig kompilator (t.ex. IDLE). For-
slag pa kod som presenteras hir nedanfor ér gjord
i Python 3.

Lampliga forkunskaper i programmering

Det ir en fordel om eleverna ir bekanta med
kommandona print och input() samt kinner till
hur man skriver while-satser.

Genomfdrande

Hur aktiviteten ska genomforas beror pé elevernas
forkunskaper i programmering. Hér presenteras
ett forslag pa hur aktiviteten kan genomforas for
elever som inte har sé stor erfarenhet av program-
mering.

« Om eleverna inte dr bekanta med annuitetslan
kan man behova ga igenom detta gemensamt.
Till den forsta uppgiften finns en bild som kan
vara ett stod. [ uppgift 4 fir eleverna jamfora rak
amortering med annuitetslan. Forklara for
eleverna vad rak amortering innebar.

o Lit eleverna arbeta med aktiviteten tvd och tvd
med en dator. Uppmana dem att ldta den som
kdnner sig minst van vid datorer och program-
mering skota datorn. Ar bada lika vana kan de
turas om.

« [ uppgift 4 kan man vid behov gemensamt ga
igenom hur man anvinder while-satser for att
upprepa kod tills ett visst villkor dr uppfyllt.

MATEMATIK ORIGO ® SANOMA UTBILDNING OCH FORFATTARNA

LARAR-
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Losning
1 27 516,30 kr

2 print(230000 * 1.034%x10 * (1.034 - 1)/
(1.034x%10 - 1))

3 Tex.
belopp = float(input(”"Ange beloppet du
vill lana (i kr):"))
ranta = float(input(”Ange rantesatsen
i%:"))
ar = int(input("Ange pa hur manga ar
lanet ska avbetalas:"))
forandringsfaktor = ranta/100 + 1
print(belopp * férandringsfaktorx*ar =
(forandringsfaktor - 1)/(forandrings-
faktorxxar - 1))

4 Vi skriver ett program som raknar ut den tota-

la kostnaden vid rak amortering:

belopp = 230000

amortering = 23000

arskostnader = []

while belopp > 0:
ranta = belopp * 0.034
arskostnader.append(amortering +

ranta)  #Visparar &rskostnaden i en lista som

vi kallar arskostnader
print(amortering + ranta) =#Viskriver ut
varje arsbelopp
belopp = belopp - amortering
#Beloppet minskar i takt med amorteringen

print(sum(arskostnader)) #Viskriver ut
summan av talen i
listan drskostnader
Vi kan ocksé skriva programmet utan att
anvinda listor:
belopp = 230000
amortering = 23000
total_kostnad = @
while belopp > 0:
ranta = belopp * 0.034
belopp = belopp - amortering
total_kostnad = total_kostnad +
amortering + ranta
print(total_kostnad)

Programmet ger den totala kostnaden

273 010 kr. Den totala kostnaden vid annui-
tetsldn dr 10 - 27 516,30 = 275 163 kr. Skillna-
den dr alltsd 2 153 kr.



A

Aktivitet
Olika typer av lan HANDLEDNING

SIDA 2 AV 2

Svar: Det dr 2 153 kr dyrare att vilja annuitets- Att lyfta fram

lan. Fordelen med annuitetsldn dr dock att Avsluta girna aktiviteten med en gemensam
man betalar samma belopp varje ar. Rak diskussion om foérdelar och nackdelar med rak
amortering innebér att man inledningsvis far amortering respektive annuitetsldn. Rak
betala en storre arlig summa. amortering ger en ldgre total kostnad for lénet,

men innebir ocksa inledningsvis en hogre
arskostnad. Annuitetslan ér totalt sett dyrare, men
ger en jamn kostnadsfordelning varje ar under
hela dterbetalningstiden.
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A Aktivitet
Summor och gransvarden

I den hir aktiviteten fir du skriva program som berdknar summor. En
summa sigs konvergera om den gir mot ett bestimt tal nir antalet termer i
summan gir mot odndligheten. Summan sigs divergera om den inte gar
mot nagot bestimt vdrde nir antalet termer gar mot odndligheten. En
summa med ett odndligt antal termer kallas for en serie.

1 a) Undersok om serien hir nedanfor divergerar eller konvergerar.
!
ngl 2"
Du kan gora undersokningen sd hir:

e Skriv ut de fem forsta termerna i summan.

o Skriv ett program som kan berdkna summan for ett bestimt antal
termer.

« Berdkna med hjilp av programmet:
5 10 50 100
1 1 1 1
ngl 2" ngl 2" ngl 2" ngl 2"
b) Konvergerar eller divergerar serien? Om den konvergerar, ange det
virde som den konvergerar mot.

c) Forsok att komma pa ett sitt att matematiskt argumentera for att
slutsatsen du dragit dr sann. Figuren hir nedanfor kan vara till hjilp.

2 a) Undersok om serien hir nedanfor divergerar eller konvergerar.
i 1
n=11Mn
Du kan gora undersokningen sd hir:
o Skriv ut de fem forsta termerna i summan.

o Skriv ett program som kan berikna summan for ett bestimt antal termer.

e Berdkna med hjilp av programmet:
% 1 100 10t 4 10° 4
n=1Mn n=1Mn n=1HN n=1Mn
b) Konvergerar eller divergerar serien? Unders6k summan med fler
termer om du behover. Om den konvergerar, ange det virde som
den konvergerar mot.

c) Forsok att komma pa ett sitt att matematiskt argumentera for att
slutsatsen du dragit 4r sann. Kan du jimfora din summa med en
annan summa som du kinner béttre till?
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Aktivitet
Summor och gransvarden

Syfte och centralt innehall

Den hir aktiviteten syftar till att fordjupa elever-
nas kunskaper om bevisforing genom att de sjilva
far undersoka om en serie konvergerar eller diver-
gerar. Ett angreppssitt dr att berdkna delsummor
med succesivt fler termer och se vad som hdnder
med delsummornas virde. Aven om man kan bli
overtygad av en empirisk undersokning ér det inte
ett stringent matematiskt bevis, och den forklarar
heller inte varfor serien divergerar eller konverge-
rar. Behovet av att besvara dessa fragor med ett
logiskt resonemang uppstar forhoppningsvis
spontant.

Aktiviteten kan anvandas som en introduktion till
kapitlet Matematisk bevisforing i Matematik Origo
4. Aktiviteten kan ocksd anvindas i kapitlet Geo-
metrisk summa i Matematik Origo 3b.

Materiel

Dator med lamplig kompilator (t.ex. IDLE). For-
slag pa kod som presenteras nedan ar gjord i
Python 3.

Lampliga forkunskaper i programmering
Eleverna bor kdnna till hur man kan upprepa kod
med hjilp av slingor, sirskilt for-satser.

Genomférande

Hur aktiviteten ska genomforas beror pa elevernas
forkunskaper i programmering. Hér presenteras
ett forslag pa hur aktiviteten kan genomforas for
elever som inte har ndgon storre erfarenhet av
programmering.

e Dela upp eleverna sa att de arbetar tva och tva
med en dator. Uppmana dem att ldta den som
kdnner sig minst van vid datorer och program-
mering skota datorn. Ar bada lika vana kan de
turas om.

« Repetera vid behov hur man tolkar summor
skrivna med summatecken, ¥, och hur man
skriver for-satser. Det senare kan goras genom
att tillsammans skapa ett program som skriver
ut de 100 forsta positiva heltalen.
for n in range (1, 101):

print(n)

 Begreppen divergens och konvergens forklaras
kortfattat i den inledande uppgiftstexten. En
fordjupad diskussion om begreppen kan med
fordel sparas till en avslutande gemensam dis-
kussion.
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LARAR-
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« Efter att eleverna har fitt fundera en stund pa
deluppgift 2c kan de behova en ledtrdd. Tipsa
dem om att jamfora den befintliga serien med

serien:
1 2 4 4 8 8 8 8 16
Losningar
1 1 1 1 1
la)-—-+—+-+—+—=
) 16 32

for n in range(l, n + 1):
= 1/2%%n

b=Db+a

print(b)

1
= 0,96875
1 2"

5
L] Z —
n=

10 1
2 — =0,9990234375
n=1 2
50 1
)Y —n = 0,9999999999999991
n=1
100 1

—=1,0
n§1 2"

b) Fran undersokningen hir ovanfor kan vi
dra slutsatsen att summan verkar konver-
gera mot 1.

¢) Genom att borja med att firglidgga hilften

1 ;
representerar talet S figuren har

nedanfor och sedan successivt fortsitta
med att i varje steg fargldgga hilften av det

som aterstar , inser vi att vi kan

11

105 OV
komma godtyckligt ndra att hela figuren ar
farglagd. Det motsvarar att summan kan

komma godtyckligt nira, men aldrig 6ver-
stiga, 1.




Aktivitet
Summor och gransvarden

1 1 1 1 1
2a) —+-+-+—+—
1 2 3 4 5
*n = 100

b=20

for n in range(1, n + 1):
a=1/n
b=Db+a
print(b)

50
e S L 4499205338320423

n=1Mn
100 1
— = 5,187377517639621

n=1Mn
104 1
> = 9,787606036044348

n=1
10° 1
2 — = 14,392726722864989
n=1
b) Fran undersokningen i punkt 3 kan vi dra
slutsatsen att summan verkar divergera.

¢) Genom att skriva ut termerna i summan
och jimfora dem med nagot som vi vet &r
mindre och dnda divergerar, sé kan vi vara
sdkra pd att summan divergerar.
1 11 1 1 1 1 1 1 1

—t—t—t— -ttt —+...

1 2 3 45 6 7 8 9 10

1 1 1 1 1 1 1 1 1
>S4+ttt +—+—+
1 2 4 4 8 8 8 8 16

1 1 1 1
=t =l+++ -+

16 2 2 2
Att lyfta fram
Nir man kor programmet i uppgift 1, med till-
rackligt manga termer, skriver programmet till
slut ut resultatet 1. Det kan vara virt att sarskilt
lyfta fram att summan, for ett andligt antal ter-
mer, alltid dr mindre dn 1. Att summan blir 1 vid
berdkningarna beror pd programmet bara kan

spara och skriva ut tal med begransad noggrann-
het.
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LARAR-
HANDLEDNING

Aktiviteten ger eleverna mojlighet att pa egen
hand uppticka om en serie konvergerar eller
divergerar. Aven om programmering kan vara ett
kraftfullt hjalpmedel for att empiriskt undersoka
konvergens och divergens, sé dr det inte tillrackligt
att genomfora ett antal berdkningar for att vara
siker pa att en serie konvergerar eller divergerar.
Det kan dérfor vara virt att podngtera behovet av
ett overtygande logiskt resonemang.

[ uppgift 1c foreslér vi ett geometriskt resone-
mang for att Gvertyga sig om att serien verkligen
konvergerar. Men om eleverna dr bekanta med
formeln for geometrisk summa kan de genomfora
ett annat bevis.

n
Summan 2, % kan skrivas
1

Bl gy

1—=
2

som gdr mot 1 ndr n — .

2 2

Utvidgning och variation

Om man vill utvidga uppgiften kan man underso-
ka fler konvergerande och divergerande serier,
t.ex.

1-1+1-1+1-1+1-1+...

eller
1 1 1
l+—+=+=—+...
3 9 27

Den forsta serien divergerar eftersom delsummor-
na véxlar mellan 0 och 1. Den andra serien kon-
vergerar. Det kan eleverna bevisa genom att jim-
fora den med serien i uppgift 1 eller genom att
anvinda formeln for geometrisk summa.



Aktivitet
Komplexa tal och transformationer

SIDA1AV2

I den hir aktiviteten fir du undersoka vad som hinder med tal i det
komplexa talplanet ndr man utfor raikneoperationer pa dem.

Precis som man kan arbeta med funktioner dér definitionsméngden &r
reella tal, kan funktioner vara definierade 6ver de komplexa talen.

1 Lat f(z) = z+ (1 +i). Berdkna f(z) utan digitala hjdlpmedel om

a) z=2+3i
b)z=1-1
c) z=4

Om man markerar bade talet z och talet f(z) i det komplexa talplanet, ser
man att funktionen f forflyttar talet z till talet f(z). Darfor kallas funktioner
som f ibland for transformationer.

Tips! Ta hjdlp av dina

2 a) Beskriv med ord hur transformationen f(z) =z + (1 + i) forflyttar berskningar | uppaift 1.

talet z i det komplexa talplanet.

b) Ténk dig att vi for varje tal z innanfor enhetskvadraten i det kom-
plexa talplanet hir nedanfor, markerar talet f(z) =z + (1 +1) idet
komplexa talplanet. Vad blir resultatet?

Im

Re
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A Aktivitet
Komplexa tal och transformationer

Programmet hir nedanfoér slumpar fram 1 000 punkter i enhetskvadraten i
det komplexa talplanet pa foregdende sida och markerar dem i rott. For
var och en av de framslumpade punkterna beraknar programmet

ocksd f(z) =z+ (1 + 1) och markerar den punkten i blatt.

import matplotlib as mpl
mpl.use("Agg")

import matplotlib.pyplot as plt
from math import =x

from random import *

X =[]

Y =[]

X_f =[]

Y_f =[]

w = complex(1,1) #w ar det komplexa talet med realdel 1 och imaginadrdel 1, dvs. w=1+i

for n in range (1, 1001):

z = complex(uniform(@,1), uniform(@,1)) #Programmet slumpar fram 1000 punkter
vars realdel och imaginardel ligger i intervallet
o<Re Im<1.

X.append(z.real)
Y.append(z.imag) #Vi sparar realdelen och imaginirdelen av z som koordinater (x, y)
X_f.append((z + w).real)

Y_f.append((z + w).imag) #Visparar realdelen ochimaginirdelen av f(z) =z +w
som koordinater (x, y)

plt.plot(X,Y,"or"
plt.plot(X_f, Y_f, "ob") #Vi markerar talen z och f(z) =z + w i det komplexa talplanet.
plt.savefig("graph.png")

For att kora koden maste modulen

3 Kor programmet och kontrollera att resultatet stimmer 6verens med : .
matplotlib varainstallerad.

ditt svar i uppgift 2.

Undersok foljande transformationer pd samma sétt som i uppgift 1-3
genom att dndra i koden pa lampligt sitt. Fundera pé hur resultatet
kommer att se ut innan du kor programmet.

4a) flz)=2z+1

b) flz) =—z
c) flz) =2z
5a) flz)=2z
b) flz) = zi
c) flz) = z°

6 a) f(z) =wz ddr w=1+i3
b)f(z)z%déirw:1+i\5

7 a) flz) =2
b) flz) =2
0 flz) =

MATEMATIK ORIGO ® SANOMA UTBILDNING OCH FORFATTARNA



Aktivitet

Komplexa tal och transformationer

Syfte och centralt innehall

I kurs 4 fir eleverna ldra sig vad som hinder
geometriskt nir man adderar, subtraherar,
multiplicerar och dividerar tvd komplexa tal. I den
hir aktiviteten far eleverna undersoka sidana
transformationer i det komplexa talplanet med
hjilp av programmering. Aktiviteten dr lamplig
att anvinda i samband med kapitlet om Komplexa
tal i Matematik Origo 4.

Materiel

Dator med lamplig kompilator (t.ex. IDLE).
Aktiviteten kriver att modulen matplotlib ir
installerad. Forslag pd kod som presenteras dr
gjord i Python 3.

Lampliga forkunskaper i programmering

I aktiviteten far eleverna modifiera ett givet
program. For att kunna forstd och analysera
programmet dr det bra om eleverna kidnner till
hur man importerar modulen random, hur man
sparar tal i listor och hur man skriver slingor med
hjélp av kommandot for.

Genomfdrande

Ett sdtt att arbeta med aktiviteten &r att l6sa de tre
forsta uppgifterna gemensamt i helklass. Det ger
mojlighet att presentera begreppet transformation
och att forklara varje steg i programmet som vi
presenterar. Har foljer en mojlig arbetsgéng:

« Lat eleverna berdkna funktionsvirdena i uppgift
1 och direfter komma fram till tavlan och mar-
kera talen z samt motsvarande funktionsviarden
f(z) 1 det komplexa talplanet (uppgift 1).

« Diskutera hur funktionen fkan sigas forflytta
talet z till f(z) i det komplexa talplanet. Forklara
att funktionen f darfor ibland kallas f6r en
transformation och 1t eleverna beskriva
transformationen med ord (uppgift 2a).

e Diskutera vad som hiander om vi {6r varje punkt
innanfor enhetskvadraten i det komplexa
talplanet, markerar talet f(z) i det komplexa
talplanet. Vad blir resultatet? (uppgift 2b)
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« Presentera koden pé elevstencilen och gé
igenom vad varje del av programmet gor. Kor
koden och jamfor resultatet med slutsatsen fran
diskussionerna i uppgift 2 (uppgift 3). Hir ger
vi ndgra ytterligare kommentarer till
programmet pd elevstencilen:

import matplotlib as mpl #Viimporterar
modulen matplotlib.
For att kunna kéra
programmet maste
modulen stodjas av
kompilatorn man
anvander.

mpl.use("Agg")
import matplotlib.pyplot as plt

from math import =* #Viimporterar

modulen math for att
t.ex. kunna skriva
komplexa tal

from random import =x #Viimporterar

modulen random for att
kunna slumpa fram tal

X =[]
Y =[]

#Vi skapar tomma listor dar vi kommer att
spara koordinaterna for talen z och f(z)

X_f =[]
Y_f =[]

w = complex(1,1) #w ar det komplexa talet med real-
del 1 och imaginardel 1,dvs. w =1+

for n in range (1, 1001):
z = complex(uniform(@,1), uniform(@,1))

#Programmet slumpar fram 1 ooo komplexa tal vars real-
del och imaginardel ligger i intervallet o < Re, Im < 1.

X.append(z.real)

Y.append(z.imag) #Visparar realdelen och
imaginardelen av z som
koordinater (x, y)

X_f.append((z + w).real)

Y_f.append((z + w).imag) #Vispararrealdelen
och imagindrdelen
av f(z)=z+w som
koordinater (x, y)

plt.plot(X,Y,"or")
plt.plot(X_f, Y_f, "ob")

#Vimarkerar talen z och f(z) =z + w i det komplexa
talplanet. Kommandot "or" anger att punkten ar rund och
rod (red) medan kommandot "ob" anger att punkten ar rund
och bla (blue).

plt.savefig("graph.png")

« Lit sedan eleverna jobba med resten av
aktiviteten i par. Samla slutligen ihop klassen till
en gemensam diskussion (se mer under
rubriken Att lyfta fram).



Aktivitet
Komplexa tal och transformationer AABERERE
Losning b) T.ex. éandra z + w ikoden pd elevstencilen
la)z=3+4 till -z. Kvadraten roteras 180° kring origo.
b)z=2
c) z=5+1

2 a) Transformationen f forflyttar talet z ett steg
till hoger och ett steg uppat i det komplexa
talplanet.

b) Im

¢) T.ex.dndra z + w ikoden pa elevstencilen
till 2 * z. Kvadratens sidldngd blir 2.
2it+

Re

-+

-2it+

-3i+

5 a) T.ex.dndra w = complex (1, 1) ikoden
pa elevstencilen till w = complex(@, 1)
och z + w ikoden pa elevstencilen till

3 z * w. Kvadraten roteras 90° i positiv

riktning kring origo.

4 a) Tex.dndra w = complex (1, 1) ikoden
pd elevstencilen till w = complex(1, ). b) T.ex.dndra w = complex (1, 1) ikoden
Kvadraten forflyttas ett steg till hoger. pa elevstencilen till w = complex(0, 1)

och z + w ikoden pa elevstencilen till

z * wxx2. Kvadraten roteras 180° kring

origo.
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c)

6 a)

T.ex.dndra w = complex (1, 1) ikoden
pa elevstencilen till w = complex(@, 1)
och z + w ikoden pa elevstencilen till

z * wxx3. Kvadraten roteras 270° i positiv
riktning kring origo.

T.ex.dndra w = complex (1, 1) ikoden
pa elevstencilen till w = complex(1,
sqrt(3)) och z + w ikoden pd
elevstencilen till z * w. Om vi utnyttjar
reglerna for multiplikation med komplexa
tal i poldr form, forstdr vi varfor den bla
figuren dr roterad 60° i positiv riktning
kring origo och har sidlaingden 2.

b) T.ex.dndra w = complex (1, 1) ikoden

pa elevstencilen till w = complex(1,
sqrt(3)) och z + w ikoden pd
elevstencilen till z/w. Om vi utnyttjar
reglerna for division av komplexa tal i
polar form, forstér vi varfor den bla figuren
ar roterad 60° i negativ riktning kring origo
och har sidldngden 0,5.
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SIDA 3 AV 4

7 a) T.ex. z + w ikoden pd elevstencilen

till zx*2. Enligt de Moivres formel
kommer argumentet for varje komplext tal
i enhetskvadraten att fordubblas, vilket gor
att funktionsvirdena far argument mellan
0° och 180°. Eftersom absolutbeloppet
kvadreras, kommer tal med ett absolut-
belopp mindre 4n 1 att komma ndrmare
origo, medan tal med ett absolutbelopp
storre dn 1 kommer att komma ldngre bort
fran origo.

b) T.ex. dandra z + w i koden pa elevstencilen

till zx*3. Enligt de Moivres formel
kommer argumentet for varje tal i enhets-
kvadraten att tredubblas, vilket gor att
funktionvirdena far argument mellan 0°
och 270°. Eftersom absolutbeloppet i sin
tur upphdjs till tre, kommer tal med ett
absolutbelopp mindre @n 1 att komma
ndrmare origo, medan tal med ett absolut-
belopp storre dn 1 kommer att komma
langre bort fran origo.
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c) Tex.dndra z + w ikoden pa elevstencilen
till 1/z. Utnyttjar vi reglerna for division
av komplexa tal i polér form, forstar vi att
argumentet for varje tal i enhetskvadraten
byter tecken, vilket gor att funktionvirdena
far argument mellan 0° och —90°. Eftersom
absolutbeloppet i sin tur inverteras, kom-
mer tal med ett absolutbelopp storre dn 1
att komma ndrmare origo, medan tal med
ett absolutbelopp mindre dn 1 kommer att
komma ldngre bort fran origo.

Att lyfta fram

Det kan vara bra att uppmirksamma eleverna pé
att koordinataxlarna inte dr synliga i den figur
som programmet genererar och att skalan i koor-
dinatsystemet kan dndras nar man undersoker en
ny transformation. For att tolka figuren ritt ar det
dérfor viktigt att ldsa av skalan pa axlarna.
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Uppgift 5-7 ger mojlighet att lyfta fram vad som
hinder geometriskt ndr man dividerar eller
multiplicerar tvd komplexa tal. Uppgift 5
fokuserar sérskilt pa multiplikation med talet 7,
som motsvarar en rotation med 90°, medan
uppgift 6 och 7 ger eleverna mojlighet att
undersoka mer allmédnna transformationer.
Genom att analysera vad som hinder med
argument och absolutbelopp kan eleverna gora
forutsiagelser om hur miangden av
funktionsvirden f(z) kommer att placeras i det
komplexa talplanet.

Nagon elev uppmirksammar kanske att
transformationerna i uppgift 4b och 5b ger
samma resultat. Det ger mojlighet att podngtera
att multiplikation med #* dr detsamma som
multiplikation med —1 och att dessa operationer
motsvarar en rotation med 180° kring origo.

Utvidgning och variation

Om man vill utvidga aktiviteten, kan man lata
eleverna komma med forslag pa egna transforma-
tioner att undersoka och forklara. Vad hinder t.ex.
i uppgift 6 om man varierar talet w?

Uppgift 7 kan utvidgas med frigestéillningar om
avstand till origo. Hur ldngt bort dr den punkt f(z)
som dr narmast/ldngst bort fran origo? I delupp-
gift 7a och 7b kan dessa avstdnd bestimmas,
medan det i uppgift 7c kan finnas punkter vars
avstand till origo kan vara hur stort som helst.
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